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Numericko rjeSavanije jednadzbi

Neka je zadana jednadzba f(x) = 0, gdje je funkcija definirana i
neprekidna na nekom (konacnom) segmentu [a, b].

U situacijama kada ne mozemo analiticki rijesiti zadanu
jednadzbu koristimo se jednom od metoda za numericko
(priblizno) rieSavanje jednadzbi.
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Metoda polovljenja

Nekaje f € Cla, b], —oo < a< b < ooinekaje
f(a)- f(b) < 0.
Bolzanov teorem garantira egzistenciju nekog c € (a, b) da je

f(c) = 0. Ako je
a+b

odmah dobijemo da je ¢ = 22 trazeno rjeenje.
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No, ako je

a+b
bira se onaj od segmenata

aa+b a+bb
b 2 b) 2 b

u ¢ijim krajevima funkcija f ima suprotan predznak. Taj interval
neka je [ay, bi]. Ponavljanjem postupka dobiva se niz segmenata

[ar, b1],...,[an, bn],- -

sa svojstvom da je
f(an) - f(bn) <O,

_antby

&n 5
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Greska metode ¢ > 0 nakon n polovljenja mora biti

b—a
<o

8to je istovremeno i kriterij izlaska iz iteracijske petlje polovljenja.
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Metoda sekante

Promatramo funkciju y = f(x) na intervalu x € [a, b] takvom da je
f(a)- f(b) < 0.

Na tom intervalu trazimo njenu nultocku, tj. rieSavamo jednadzbu
f(x) = 0.
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Razlikujemo dva sluéaja, u ovisnosti o tome u kojem je rubu
intervala funkcijska vrijednost vec¢a od nule.

U oba sluc¢aja pretpostavimo da vrijedi:
fe C?[ab], f(a)f(b)<0 i f f’sukonstantnog znaka na [a,b].

U oba slu¢aja povlacimo sekantu funkcije kroz tocke f(a) i f(b).

SjecCiste sekante sa 0x—osi x; je prva aproksimacija korjena
jednadzbe.

Ako je f(x1) = 0, nasli smo rjeSenje.

Ako je f(xq1) # 0, postupak nastavimo spajajuéi sekantom f(x;) sa
f(a), odnosno sa f(b).
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(a,f())

b,f(b))
Slika: f(a) > 0
(bf(b)
x1
b
(af(@) f(x1)

Slika: f(a) < 0
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Ako je f(a) > 0 (slika 1), tada korijen jednadzbe f(x) =0
racunamo po rekurzivnoj formuli:

f(Xn)(Xn — Q)
f(xn) — f(a)

a za pocetnu aproksimaciju uzimamo xo = b.

Xn+1 = Xn —
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Kada je f(a) < 0 (slika 2), tada korijen jednadzbe f(x) =0
nalazimo iterativno po rekurzivnoj formuli:
f(Xn)(b — Xn)

Xn+1:Xn*ma

dok je poCetna aproksimacija xo = a.



U oba slu¢aja greska je:

«O>» «F»r « =)
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Metoda polovijenja

Neka je f ¢ C?[a, b], f(a) - f(b) < 0; f', f" su konstantnog znaka
e nala,b]. Tadaje

(’ Jim X = c, (4)
%p”“,”“ i ¢ je jedinstveno rjesenje jednadzbe f(x) = 0. Niz (x,) je
o rekurzivno definiran preko
Xn o) (X0 — &) f(a) >0
= f(x,) — f(a)
Xn+1 (5)
g Tl
" f(b) — f(xn)
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Metoda tangente (Newtonova
metoda)

Pretpostavimo da za funkciju f vrijedi f € C?[a, b], f(a)f(b) < O
da su ', f" konstantnog znaka na [a, b].

Zadaca nam je naci nultocku c funkcije f(x) unutar (a, b)
(egzistenciju jedinstvene nultocke garantira Bolzanov teorem).
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Postavljamo tangentu na luk funkcije y = f(x) u onom kraju
intervala [a, b] za koji vrijedi f(xo) - ""(x0) > 0, X € {a, b}.

Jednadzba tangente na funkciju u toCki To(xo, f(X0)) je
(1): y = f(x0) = f'(%0)(x — Xo)-
Nalazimo sjeciste x; tangente (t) s Ox—osi:

X1 = Xo — ;‘/(())(((;)) .

Ako je f(x1) = 0, naSli smo korijen jednadzbe. Ako nije
postavljamo novu tangentu u tocki T (x4, f(x1)) i ponovimo
postupak. Nakon n koraka dobivamo rekuzivhu formulu za
aproksimaciju korijena:

f(x
Xt = Xn - f/((x"))'
n
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Theorem
Neka je f € C?[a, b, f(a) - f(b) < 0 ineka su f'. " konstantnog
znaka na intervalu [a, b]. Definiramo niz (x;) , rekurzivnom

N,
formulom
f(x, 11
o1 == o x0€ (ab)i 106" 00) > 0. (6
n
Tada je
lim x,=rc, (7)
n—oo

gdje je ¢ € (a, b) jedinstveno rjesenje jednadzbe f(x) = 0, {j.
f(c) = 0.
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Metoda iteracije

Pretpostavimo da je f € C[a, bl idaje f(a) - f(b) < 0.

Na osnovu teorema Bolzana zagarantirano je barem jedno
rieSenje ¢ € (a, b) jednadzbe f(x) = 0.

Zamijenimo je ekvivalentnom jednadzbom
X = ¢(x). (8)

Funkciju ¢(x) zovemo iterativna funkcija.
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Uzimamo na srecu nultu aproksimaciju rieenja xo i zamijenimo je
u desnu stranu pomoc¢ne jednadzbe (8). Dobivamo
X1 = p(X0) -
Ponavljajuéi ovaj postupak dolazimo do
X2 = p(X1),
sve dok ne odredimo tzv. iterativni niz brojeva
Xn = (Xn_1) neN. (9)

Ako ovaj niz brojeva (x,) konvergira, ozna¢imo njenu grani¢nu
vrijednost s lim,_, . X, = v, i iz neprekidnosti f i (9) zakljuGujemo
daje

lim xo =7 =p( lim xo_1) = o(7). (10)

Stoga je ~ takoder rjeSenje polazne jednadzbe, koje se preko
numeri¢kog postupka (9) moze odrediti s Zeljenoj tocnosti.
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Theorem
Nekaje f ¢ C'[a, b] if(a)- f(b) < 0. Tada, ako postoji g < (0,1)
da je
(X)) <g<1  xe(ab) (11)
tada proces
Xn = ¢©(Xn—1) neN. (12)

konvergira bez obzira na izbor pocetne vrijednosti x, € [a, b], i

c= lim x, (13)

n—oo

je jedinstveno rjesenje jednadzbe x = ¢(x).
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U metodama izraCunavanja nultocki jednadzbi oblika f(x) = 0
udobno je koristiti bliskost uzastopnih iteracija |x, — x,—1|,
narocCito ako se ta razlika smaniji ispod odredene zadane razine
tonosti e > 0. No, iako je |x, — x,_1| < €, ne preporu¢avamo
poistovjeCivanje ¢ ~ x,, gdje je c trazeno riesSenje, tj. f(c) = 0.

Zato trazimo efikasniju procjenu razlike pravog rjeSenja
¢, f(¢) = 0i nekog pribliznog rieSenja x,. U tome nam pomazu
sliedece procjene.
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Theorem
Neka je f € C'[a, b], f(a)f(b) < 0 ineka je c € (a, b) rjeSenje
jednadzbe f(x) = 0. Ako je x, € (a, b) tada je

[7(xn)] my = min _|f'(x)]. (14)

|xn —c| <
my x€la,b]

DokAz. Promatramo razliku |f(x,)| = |f(x,) — f(c)|. Na osnovu
Lagrangeovog teorema o diferencijalnoj srednjoj vrijednosti je

|f(xn) = f(C)] = [F'(n)l|Xn — €| = [xn — ] - min, () = m11x,—cl,
n s

odakle vec slijedi tvrdnja (14), jer jeilin € (x,, ¢)ilin € (¢, x,). O
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Theorem
U metodi tangente vrijedi

M, 2 .
|xn — c| < 5 1(xn Xn—1) Mo xrg[g,)é] [ (x)] (15)

DokAz. Na osnovu Taylorovog razvoja funkcije f(x) u okolini
tocke x = x, vrijedi:

f(Xn) = f(Xo—1 + (Xn — Xn—1)) = f(Xa—1)
—(xn—c)?,  (16)
gdje je ¢ € (Xp—1,Xn) ili ¢ € (Xn, X,—1). Na osnovu iterativne
formule (6) metode tangente je

f(Xn—1) 4+ f'(Xn—1)(Xn — Xa—1) =0,
Sto relaciju (16), preko nejednakosti trokuta, prevodi u

max i
() < "t TSN
Primijenimo na potonji izraz rezultat prethodnog teorema (14) i
odmah dobivamo trvdnju (15). O

+ F'(Xn-1)(Xn — Xn—1) +

(X0 — Xn—1)?.
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Sada vidimo da uz odredjen uvjet - ograniCen modul druge
derivacije funkcije f(x) na intervalu [a, b] - bliskost uzastopnih
derivacija IPAK znaci prestanak raCunanja daljnjih iteracija. Dakle,

2m1 €

Xn — Xn—1| <
|n n1| M2

povladi da je
|xn —c| <€,

Sto za dovoljno malo ¢ ve¢ moze biti ispod zadanog praga greske.
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Neka je
Metoda polovljenja
Metoda sekante
e 0<m <|f(x) <M < oo x € [a,b].
metoda)
Me:oda)iterzcije X .. .,
G U metodi sekante tada vrijedi
rjesavanja
jednadzbi
M1 — M
|Xn — | < ————|Xn — Xn—1] - (17)
my

Metode sekante i tangente potrebuju i uvjet da niti prva, niti druga
derivacija funkcije kojoj trazimo nuliste, se ne smije anulirati
unutar intervala [a, b]. Dakle, obje vrijednosti my, m, su pozitivne i
gornje granice (14), (15) i (17) su dobro definirane.
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