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POGLAVLJE 1

Kombinatorika

1. Permutacije

Ako se zadani elementi skupa razmjestaju tako da se dobiju ra-
zlicite skupine od kojih svaka sadrzi sve zadane elemente, taj posupak
se naziva permutiranje. Permutirati znaci zadane elemente spajati u
skupine na sve moguce nacine tako da svaka skupina sadrzi sve zadane
elemente.

DEFINICIJA 1. Permutacije su skupine elemenata koje sadrie sve
elemente zadanog skupa po jedan ili vise puta 1 koje se medusobno ra-
2likugu po rasporedu elemenata.

Od jedne permutacije dobiva se bilo koja druga permutacija raz-
mjestanjem, odnosno permutiranjem njezinih ¢lanova.

Broj moguc¢ih permutacija od n zadanih elemenata ovisni o tome
jesu li u skupu svi elementi razliciti ili su neki od njih jednaki.

1.1. Permutacije bez ponavljanja. Ako su svi elementi u skupu
razli¢iti, permutiranjem se dobivaju tzv. permutacije bez ponavijanja.
Za skup od n elemenata ukupan broj razlicitih permutacija je

Py = Po-1) - 1, (1)
odnosno
Pny=1-2...(n—=2)(n —1)n =n! (2)
gdje se umnozak prvih n prirodnih brojeva zove faktorijel, a po definiciji
se uvodi da je 0! = 1.

1.2. Stirlingova formula. Pri racunanju vrijednosti faktorijela
javlja se problem kada je n velik broj. Na primjer CASIO fax — 991
dZzepni kalkulator izracunava 69! ~ 1.711 - 10%, dok 70! pise kao —E—.
U tom slucaju vrijednost n! moze se priblizno odrediti Stirlingovom
formulom:

nl = 2m(9)_ e, o) <1,
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Sto mi primjenjujemo za n dovoljno veliko u obliku

n! =~ V2rn 2 e (3)

1.3. Permutacije s ponavljanjem. Ako iz zadanog skupa od n

razli¢itih elemenata prvi element biramo r, drugi rs - - -, n—ti r, puta,
tada permutirajuc¢i svih N = ry + ry 4+ --- + r, elemenata dobivamo
permutacije s ponavljanjem ri,ro,--- ,r,—tog reda od N elemenata.

Broj razlicitih permutacija koje se mogu formirati od tih N zadanih
elemenata je:

NI

_ 4
rilrgleeory! (4)

Pl gy oniN) =

2. Kombinacije

Postupak kojim se iz skupa od n zadanih elemenata formiraju pod-
skupovi od 7 elemenata (r < n) zove se kombiniranje, a podskupovi
koji se dobiju zovu se kombinacije.

DEFINICIA 2. Kombinacije r—tog reda od n elemenata su r-clani
podskupovi zadanog skupa elemenata.

U kombinaciji nije bitan raspored elemenata ve¢ sama prisutnost
elementa, Sto znaci da su ab i ba ista kombinacija.

Ako se u jednoj kombinaciji isti element javlja samo jedanput, to
imamo kombinacije bez ponavljanja, inace je rije¢ o kombinacijama s
ponavljanjem.

2.1. Kombinacije bez ponavljanja.

DEeFINICIIA 3. Kombinacije bez ponavljanja r-tog reda su r-
clani podskupovi zadanog skupa od n elemenata u kojima se isti element
pojavljuje samo jedanput.

Ukupan broj kombinacija r-tog reda od n elemenata iznosi:

n n! nn—1)---(n—r+1
KT(n)Z():T!(n—T)!: ( ) 7“!( ) Osrsn
(5)
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2.2. Kombinacije s ponavljanjem. Kod kombinacija s ponav-
ljanjem broj elemenata u podskupu moze biti manji, jednak ili veci od
broja zadanih elemenata (r > n). Pretpostavka je da se prakti¢no radi
0 neogranicenom ponavljanju, sto znaci da se isti element u podskupu
r-tog reda moze pojaviti r puta.

Broj kombinacija s ponavljanjem r-tog reda od n zadanih elemenata
jednak je broju kombinacija r—tog reda bez ponavljanja od (n+r — 1)

elemenata:
n+r—1
Kf(n) = Kr(n+r—1) - ( r > (6)

3. Varijacije

Ako se u skupu svih moguéih kombinacija r-tog reda od n zadanih
elemenata permutiraju elementi svake kombinacije (na sve moguce na-
¢ine), dobiju se varijacije r-tog reda od n elemenata. Dakle, varijacije
su permutirane kombinacije.

DEeFINICIIA 4. Varijacije su skupine odredenog broja elemenata
odabranih iz skupa od n elemenata razmgjestenth na sve moguce nacine.

Za razliku od kombinacija, kod varijacija je bitno i mjesto elementa
u skupini, redoslijed nizanja elemanata u varijaciju, a ne samo prisut-
nost.

3.1. Varijacije bez ponavljanja. Varijacije bez ponavljanja do-
bivaju se tako da se najprije formiraju sve kombinacije r-tog reda bez
ponavljanja, kojih ima (:f), a zatim se svaka kombinacija permutira na
r! na¢ina. Stoga je broj mogucéih varijacija r-tog reda od n elemenata
jednak:

W(n):Kr(n)~P(r):()-r!:n(n—1)~~(n—r+1). (7)

3.2. Varijacije s ponavljanjem. Kod varijacija s ponavljanjem
svaki se element u varijaciji r-tog reda moze pojaviti r puta. Od svakog
od zadanih n elemenata moze se formirati jedna varijacija prvog reda:
a1z . . .0y, pa je szn) = n. Broj varijacija druge klase s ponavljanjem
dobiva se kada se svakoj varijaciji prve klase s lijeve strane doda jedan
od n elemenata pa se ukupno javlja n redaka varijacija, a u svakom
retku n varijacija drugog reda s ponavljanjem, V;(n) = n?. Analogno,
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broj varijacija r-tog reda s ponavljanjem od n elemenata je:
‘/TIZn) =n'. (8)

4. Zadaci

ZADATAK 4.1. Na koliko se nacina mogu rasporediti cetiri osobe na
cetiri duznosti u upravi nekog kluba?

Za dodjelu prve duznosti imamo na raspolaganju cetiri osobe, Sto
znaci da prvu duznost mozemo dodijeliti na 4 nac¢ina. Za drugu duznost
nam preostaju tri osobe, stoga ju mozemo dodijeliti na 3 nacina. Za
tre¢u imamo na raspolaganju dvije osobe, sto nam daje 2 na¢ina raspod-
jele i, napokon, za cetvrtu duznost nam preostaje posljednja osoba, Sto
nam daje samo 1 nacin raspodjele.

Dakle, ukupan broj rasporeda je
4-3-2-1=41'=24 (permutacije bez ponavljanja).

ZADATAK 4.2. Na koliko nacina mozemo presloZiti slova rijeci BA-
OBABY?

Na raspolaganju imamo 2 slova A, 3 slova B i 1 slovo O. Ukupno
imamo 6 slova. S obzirom da slova moramo presloziti, a neka od njih
se ponavljaju, radi se o permutacijama s ponavljanjem. Dakle, slova

rije¢ci BAOBAB mozemo presloziti na
6!
TRETR

nacina.

ZADATAK 4.3. Koliko rijeci od 5 slova (anagrama) moZemo sas-
taviti od slova a, e, i, o, u ako:

a) se niti jedno slovo ne ponavlja?

b) se slova mogu neogranic¢eno ponavljati?

¢) u slucaju b) koliko ih moZe pocinjati s o i istovremeno zavrsa-
vati sa u?

a) Ovdje trebamo 5 slova razmjestiti na 5 pozicija u rijeci. Kako
se slova ne smiju ponavljati, za prvu poziciju imamo na raspo-
laganju 5 slova, za drugu 4, za trecu 3, za cetvrtu 2 i za petu
1, sto nam daje ukupno

Psy=5'=5-4-3-2-1=120

rijeci.
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b) U ovom sluc¢aju na svaku poziciju u rije¢i mozemo staviti svako
slovo. Dakle, za prvu imamo na raspolaganju 5 slova, kao i za
drugu, trec¢u, ¢etvrtu i petu, sto nam daje da je ukupan broj
rijeci

1@’25):5-5-5-5-5:3125.

¢) Prvo slovo mora biti o, a posljednje u, stoga nam preostaju
tri pozicije za razmjestaj ostalih slova. Kako se slova opet
mogu ponavljati, za svaku od te tri pozicije imamo 5 slova na
raspolaganju. dakle, trazeni broj rijeci je

Vi =5:5-5=125.

ZADATAK 4.4. Koliko je najveci moguci broj telefonskih brojeva s
5 znamenki ako niti jedan telefonski broj mne pocinje nulom ni brojem
vecim od 6%

Znamenke koje nam mogu biti na prvoj poziciji dolaze iz skupa
{1,2,3,4,5,6}, dok znamenke na ostalih 4 mjesta u telefonskom broju
mogu biti iz skupa {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Prvi skup ima 6 elemenata,
drugi 10. Kako se u telefonskom broju znamenke mogu ponavljati, na
prvu poziciju moze doc¢i bilo koji broj iz skupa od 6 elemenata, a na
ostale 4 bilo koji broj iz skupa od 10 elemenata. Dakle, trazeni broj
telefonskih brojeva je

6 - 10" = 60000.

ZADATAK 4.5. Na koliko se nacina moze sastaviti kosarkaski tim
od 8 igraca, ako u igri sudjeluje 5 igraca i ako:

a) poloZaj svakog igraca nije bitan?
b) polozaj svakog igraca je bitan?

a) Od 8 igraca trebamo sastaviti podskup od 5 osoba, poredak
nam nije bitan. Dakle, imamo kombinacije. Trazeni broj tim-

ova je
8 8:-7-6-5-4
Ky = = —— = 56.
5(8) (5) 1-2-3-4-5

b) Sada nam je poredak bitan, dakle imamo permutirane kombi-
nacije, odnosno varijacije. Tada je broj timova

8
Vag) = (5>-5!:8-7-6-5-4:72().

ZADATAK 4.6. Od 32 karte igrac¢ dobiva 10 karata.

a) Na koliko nacina je to moguce?
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b) Na koliko nacina je moguce dobiti (u 10 karata) 2 pika, 2 kara,
b herca i 1 tref?

a) Dijeljenje igracu 10 karata od 32 ekvivalentno je formiranju 10
elementnog podskupa skupa od 32 elementa. Dakle, radi se o
kombinacijama i trazeni broj mogué¢ih podjela karata je

32
= 64512240.
()

b) Sada razlikujemo boje karata kao skupove ¢ije podskupove
trazimo. U $pilu od 32 karte imamo 4 boje, u svakoj boji
po 8 karata. Dakle, 2 pika mozemo izabrati na (g) nacina, 2

karoa na (g) nacina, 5 herca na (?) i1 tref na (515) nacina. To

nam daje ukupno
8 8 8 8
. . . — 43904
() C)-()-(2) e

ZADATAK 4.7. Na tulumu se okupilo 20 decki i 20 djevojaka. No
5 djevojaka ne Zeli plesati. Na koliko nacina se mogu preostali gosti
"posloziti” u plesne parove?

nacina.

Kako 5 djevojaka ne zeli plesati, preostaje nam 20 decki i 15 djevo-
jaka raspolozenih za ples. Kako djevojaka ima manje, dodijelimo im
plesne partnere.

1. djevojci mozemo izabrati mladi¢a na 20 nacina
2. djevojci mozemo izabrati mladi¢a na 19 nacina (jedan je veé zauzet)

15. djevojci mozemo izabrati mladi¢a na 6 nacina (14 ih je zauzeto)

Dakle, imamo 20-19-18...7 -6 ~ 2,027 - 10'6 parova.

4.1. Newtonova binomna formula. Potenciranje binoma pri-
rodnim brojem apsolvirano je u Matematici 1, kada je dokazana formula

(a+0b)" = Z (n) alb" n € N. (9)
— \J
J

Ova formula poznata je pod imenom Newtonov binomni poucak, bi-

nomna formula ili nekakav treé¢i sinonim. Izbor a = p,b = 1 —p
omogucuje formulu

> (M- (10)

J=0
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koja je za p € (0,1) u uskoj vezi s Bernoullijevom shemom i binomnom
razdiobom vjerojatnosti - vidi poglavlje 4.1.

Kada je potencija binoma a € C\ N, tj. « nije prirodan broj, tada
konacéna suma (9) postaje binomni red:

(a+z) = i (Z) a® """ (11)

n=0
koji konvergira za svako |z/a| < 1. Ovdje je

<a> _afa—1)-(a—n+1)

n n!

poopcéeni binomni koeficijent za koji vrijede sljede¢e osobine:
] a _fa) a—-n
"\n+1) \n) n+1’
o @ a+1
2. + - ,
n n+1 n+1
gdje je a € C.

4.2. Polinomijalna formula. Ako potenciramo algebarski r—clan
prirodnim brojem n dobivamo sljede¢u formulu:

! . A
(g +as+---+a)" = Z La?af---a”. (12)

Jitjo+-+jr=n
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Vjerojatnost

1. Prostor elementarnih dogadaja. o - polje dogadaja

U aksiomatskoj definiciji teorije vjerojatnosti osnovni pojam izgrad-
nje teorije je elementaran dogadaj, ishod. Naime, prilikom izvodenja
nekog eksperimenta A, svi moguéi ishodi su elementarni dogadaji.
Oznacavamo ih s w, dok je skup svih mogucih elementarnih ishoda
Q = {w} koji se pojavljuju u vezi sa spomenutim eksperimentom A
je prostor elementarnih dogadaja. Podskupove €2 nazivamo slucajnim
dogadajima. Tako je B C €2 skup svih w koji definiraju B, sto znadi da
se B realizira ako se realizira bar jedno w koji pripada B. Prostor ele-
mentarnih dogadaja € je siguran, izvjestan dogadaj, dok je @), trivijalan
podskup od €2 nemoguc dogaday.

U zadanom prostoru elementarnih dogadaja {2 promatramo pod-
skupove, slucajne dogadaje A, B,C,---. Zapis w € A, w € A oznacava
da elementarni dogadaj w pripada, tj. ne pripada dogadaju A. Takoder,
A C B, C C D oznacava da je dogadaj A sadrzan u dogadaju B,
drugim rijecima svaki w € A je ujedno u B, ali B ima barem jedan
element z ¢ A, odnosno, C je sadrzan u D. Dogadaji A, B su jednaki,
ako za njih vrijedi AC Bi B C A.

Unija slucajnih dogadaja A, B je slu¢ajan dogadaj AU B, koji sadrzi
sve w koji su u bar jednom od A ili B. Ako A, B nemaju zajednicke ele-
mente, unija prelazi u sumu dogadaja A+ B. Unija |, A, proizvoljnog
broja dogadaja A, sastoji se iz svih w koji su u barem jednom od do-
gadaja A,.

Razlika (diferencija) dogadaja A, B je slucajan dogadaj A\ B, koji
se sastoji iz svih w koji su u A i istovremeno nisu u B.

Simetricna diferencija dogadaja A, B je dogadaj Ao B := (A\ B)U
(B\ A).

Presjek, produkt slucajnih dogadaja A, B je dogadaj ANB, A-B koji
se sastoji iz svih w koji pripadaju istovremeno i A i B. Presjek [, Aa
proizvoljnog broja dogadaja A, sastoji se iz svih w koji su u svakom

13
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dogadaju A,. Dogadaji A, B su disjunktni ako nemaju niti jedan za-
jednicki elemetaran dogadaj, tj. ako je ANB = (). Ovdje napominjemo
da za uniju proizvoljnog broja disjunktnih sluc¢ajnih dogadaja umjesto
U, Ao piSemo ) A,.

Komplement, dopuna slucajnog dogadaja A u odnosu na neki zadani
giri dogadaj B D A je sluéajan dogadaj AS, A%, Ap,C(A)p koji sadrzi
sve one w iz B, koji nisu u A. Ako je B = (), tada indeks B ne piSemo,
tj. oznaka komplementa u tom slucaju je A¢, A’, A,C(A).

Buduéi da je skupovni koncept na snazi u objasnjavanju sluc¢ajnih
dogadaja i njihovih medusobnih relacija, napominjemo da za slucajne
dogadaje vrijede svi skupovni identiteti, na primjer jedan od De
Morganovih zakona C(AUB) = C(A)NC(B). Kako, nadalje, vrijedi i teo-
rem dualnosti teorije skupova, po kojem ako imamo dogadajni identitet,
zamjenom U <> N dobivamo novi identitet; tako nastaje, na primjer,
drugi identitet u paru De Morganovih zakona C(AN B) = C(A) UC(B).
Nije tesko uvidjeti da skup slucajnih dogadaja, jedna binarna skupovna
operacija (uglavnom se uzimaju U ili N), te unarna operacija komple-
menta ¢ine tzv. Booleovu algebru slucajnih dogadaja. No kod aksi-
omatizacije teorije vjerojatnosti koja se koristi i danas, Andrei Niko-
laevi¢ Kolmogorov u svojoj antologijskoj monografiji Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, Springer Verlag, New York 1933., koristi
jedan drugi koncept, a to je skupovna/dogadajna o - algebra.

Na primjer, sva slozenost nekih slucajnih dogadaja koji se mogu
formirati nad nekim zadanim prostorom elementarnih dogadaja vidi se
iz sljedeCeg. Zadan je niz slu¢ajnih dogadaja A, As,---. Neka je B
dogadaj ”beskonacno mnogo A - ova se realizira”. Tada je B w - skup

o1 (00). "

jer UZO:] Ay, se realizira ako i samo ako se barem jedan od A;, A4, - -
realizira. I tako za svako j € N.

DEFINICIJA 5. Zadan je prostor elementarnih dogadaja 2. Familija
§ podskupova Q) je o - algebra (polje), ako su na snazi sljedeéi aksiomi:

Al. Qes;
A2. A € § povlaci A° € §;
A3. ako je Ay, Ay, --- €F, onda |2, A;j € F.

Nije tesko uvidjeti da su i sljededi slozeni slucajni dogadaji sadrzani
u o - algebri §, ako su njihove sastavnice - slucajni dogadaji u §:
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0, M= 4, UL A4, N2, A; itd. Na primjer konacna unija dobiva
se iz A3. sa sljedec¢om specifikacijom: A, 41 = Ao = -+ =0, dok je
konacan presjek posljedica primjene De Morganove formule na kona¢nu
uniju, gdje umjesto A; uzimamo C(A4;).

Cesto se sre¢emo s klasom S svih poluotvorenih paralelepileda
[a,b) = x9_,[a;,b;) u d - dimenzionalnom realnom Euklidskom pros-
toru R? i presjekom svih o - polja koja ju sadrze. Taj presjek je Borelovo
o - polje B(RY).

2. Aksiomatika vjerojatnosti. Osobine vjerojatnosti.
Geometrijska vjerojatnost

Vjerojatnost se zasniva u modernom aksiomatskom (Kolmogorovl-
jevom) smislu kao funkcija. Njene ranije definicije (klasi¢na - jednako-
vjerojatni ishodi, statisticka) su specijalni sluc¢ajevi definicije koju sada
navodimo.

DEFINICIIA 6. Vjerojatnost P je funkcija P : § — R s osobinama:

K1. P(Q)=1, NORMIRANOST;
K2.  za svako A € § vrijedi P(A) > 0, NENEGATIVNOST;
K3.  ako su Ay, Ay, -+ € § disjunktni, tj. A;N A, =10, #k

onda P (Z;’il Aj) =Y 21 P(4;), 0 - ADITIVNOST.
Iz aksioma K1-3. slijede sljede¢e osobine vjerojatnosti:
(1) P(0) = 0;
(2) KONACNA ADITIVNOST DISJUNKTNIH A, ..., Ay,:
P (S 4r) = Sy P(4):
(3) MONOTONOST: ako je A C B, onda P(A) < P(B);
(4) 0 <P(A) <1, zasvako A € §;
(5) P(C(A)) =1 —P(A);
(6) P(AUB) =P(A)+P(B) —P(AN B);

(7) P(A)P(C(A)) <

I

PN,
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(8) P (U, Ar) < 5552 P(4y):

(9) Ako imamo niz nepadajucih slucajnih dogadaja A; C Ay C
.-+ onda vrijedi

P (U Aj> = lim P(4,);
j=1

(10) Ako imamo niz nerastuéih slucajnih dogadaja A1 O Ay D ---
onda vrijedi

POW&)—gngm
j=1

(11) Ako jered D72, P(A;) konvergentan, tada se iz niza slucajnih
dogadaja Ay, As, - - - realizira najvise kona¢no mnogo dogada-
ja.

Osobine 8.,9.,10. i 11. imaju adekvatna imena, radi se o lemi o
pokrivanju i neprekidnosti funkcije P u odnosu na nepadajuce (neras-
tuce) nizove slucajnih dogadaja, odnosno o Borel - Cantellijevoj lemi.

DEFINICIJA 7. Prostor vjerojatnosti je uredena trojka (€,3§,P),
gdje je ) prostor elementarnih dogadaja, § o - polje dogadaja generi-
rano s §2, dok je P wvjerojatnost definirana na §.

Osnovni pojam, koji se definira u teoriji vjerojatnosti jeste pros-
tor vjerojatnosti, za razliku od elementarnog dogadaja, koji smatramo
intuitivno jasnim, razmatraju¢i ga na skupovnoj razini.

PRIMIEDBA 1. Slucajan dogadaj A je skoro (gotovo) siguran ako
vrijedi P(A) = 1, odnosno gotovo (skoro) nemogué ako je P(A) = 0.
Gotovo siguran (nemogué) dogadaj oznacavamo s Q (0), kao i siguran
(nemogué) dogadaj, no znacenja su im razlicita.

PRIMIEDBA 2. U sluc¢aju konacnog prostora vjerojatnosti, kada je
Q= {wy, - ,wy} pripadne vjerojatnosti su p; == P({w,}), Z?:]_pj =
1, polje dogadaja § je skup svih podskupova €1, tj. partitivni skup od
Q, uwoznaci § = P(Q) ={M : M C Q}. Inace, #P(Q) = 2", ako je
#QO =n 1. Napokon, vjerojatnost P moZemo definirati kao:

P(A)= > p, VAeF.

J: wJ'EA

1Broj elemenata (kardinalan broj) skupa S oznac¢avamo s #5S.
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Ako su elementarni dogadaji w; jednakovjerojatni, tj. py = p;, 1 <1<
j < n, tada je *

pay= e i €AYy g

n

2.1. Geometrijska vjerojatnost. Neka je ) C R", n > 1, gdje
je Q izmjeriv u smislu da postoji njegova mjera, mjerni broj 0 < |Q| <
0o. Ako proizvoljni sluc¢ajni dogadaj A, izmjeriv u gornjem smislu,
generira podskup S, C €2, tada je

2.2. Zadaci.

ZADATAK 2.1. Bacamo kocku. Kolika je vjerojatnost da cemo dobiti
broj mangi od 3 ili vecéi od 5%

Oznacimo s A dogadaj ”Pao je broj manji od 3 ili vec¢i od 5”. Bro-
jevi koji mogu pasti prilikom bacanja kocke su 1,2,3,4,5,6, stoga je
skup svih moguéih ishoda Q = {1,2,3,4,5,6}. Brojevi koji nama odgo-
varaju su svi oni koji su manji od 3 ili veéi od 5, a to su 1,2,6, pa je
nas slucajan dogadaj A = {1,2,6}. Dakle, trazena vjerojatnost je

#A 3
P(A) = —=-=0.5.
(4) 206

ZADATAK 2.2. Telefonski broj nekog pretplatnika sastoji se od sedam
znamenaka. Kolika je vjerojatnost da su sve znamenke tog broja ra-
zlicite?

Oznacimo s A dogadaj ”Sve znamenke telefonskog broja su ra-
zlicite” .

Ukupan broj moguc¢ih sedmeroznamenkastih telefonskih brojeva je
#Q = 9- 10, a onih koji imaju sve znamenke razlicite je ##4 =9-9 -
8-7-6-5-4. Stoga je trazena vjerojatnost
. 9-9-8:7-6-5-4
B 9- 106

ZADATAK 2.3. Biramo jedan dvoznamenkasti broj. Kolika je vjero-
jatnost da su mu znamenke jednake?

P(4)

2To je klasicna ili Laplaceova definicija vierojatnosti.
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Oznac¢imo s A dogadaj ”Znamenke broja su jednake”.

Dvoznamenksatih brojeva ima 9 - 10, a onih kojma su znamenke
jednake ima 9 - 1. Dakle, trazena vjerojatnost je

mm:%:m.

ZADATAK 2.4. Prilikom podjele spila od 52 karte na 4 igraca jedan
od ngih tri puta za redom ne dobiva niti jednog asa. MoZe li s pravom
reci da nema srece?

Kada dijelimo 52 karte na 4 igraca, svaki od njih dobiva 13 karata.
Maknemo li aseve, ostaje nam 48 karata. Stoga je vjerojatnost da igrac
ne dobije niti jednog asa u tri dijeljenja

(13) (13) (13)
P = e = 0.028,
(72) (1) (32)
Sto je premala vjerojatnost da bi dogadaj bio "slucajan”. Dakle, igrac¢

nije imao srece.

ZADATAK 2.5. U trgovini je 100 Zarulja, od kojih je 8 losih. Slu-
cajno se bira 5 Zarulja. Kolika je vjerojatnost da su medu njima 3
lose?

U trgovini imamo 8 od 100 losih i 92 od 100 dobrih zarulja. Ako
zelimo da medu 5 izabranih zarulja budu 3 lose, tada iz skupa losih
zarulja biramo 3, a iz skupa dobrih biramo dvije. Tada je trazena

vjerojatnost
() (%)

100
('3)

ZADATAK 2.6. Medu slovima rijeci "POTOP” slucajno se biraju 3
slova i stave u niz. Kolika je vjerojatnost da se dobije rije¢c "TOP”?

= 0.003.

p:

Imamo 2 slova P, dva slova O i jedno slovo T. Stoga T u TOP-u
mozemo izabrati na 1 nacin, slovo O na dva nac¢ina i slovo P na dva
nacina, dok je ukupan broj troslovnih rijeci (g) - 3! jer nam je bitan
redoslijed slova u rijeci). Dakle,

1-2-2 1
P=75 o — 15
(3) 3! 15
ZADATAK 2.7. Osam ljudi slucajno sjeda na osam stolica. Kolika
je vjerojatnost da dvije odredene osobe sjede jedna do druge?
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Broj moguéih razmjestaja 8 ljudi na 8 stolica je 8!. Kako dvije
osobe moraju sjediti jedna do druge, mogu ih promatrati kao jednu
novu cjelinu, tj. vise nemam 8 ljudi i 8 stolica, ve¢ 641 cjelina = 7 ljudi
i isto toliko mjesta, sto nam daje 7! nacina. Medutim te osobe mogu
sjediti redom Pero-Ivo ili Ivo-Pero, tj. mogu ih medusobno permutirati,
Sto znaci da sveukupno imam dva puta po 7! naCina za razmjestaj.

Dakle,
2! 7!
p= T 0.25.
ZADATAK 2.8. U razredu ima 30 ucenika, od kojih 6 djevojaka.
Razred se slucajno dijeli na 2 jednaka dijela. Kolika je vjerojatnost da

u svakom dijelu ima po 3 djevojke?

Formiramo prvu polovicu razreda na slu¢ajan nacin, ostatak ¢ini
drugu polovicu. Ako u polovici razreda zelimo 3 djevojke, tada od
6 djevojaka na raspolaganju biramo 3, a od 24 decka biramo ostatak
polovice, tj. 12 osoba. Stoga je trazena vjerojatnost

6 (24
p= _(3)3&2) = 0.3487.
(15)
ZADATAK 2.9. Od 50 ogrlica 5 je laznih. Kolika je vjerojatnost da
ce slucajnim izborom 45 ogrlica biti izabrane i sve lazne?

Biranje 45 ogrlica tako da medu njima budu i sve lazne isto je kao
da smo najprije uzeli sve lazne ($§to mozemo uciniti na (g) nacina, tj.
jedan nacin), a onda od ostatka uzmemo 40 ogrlica. To nam daje

5\ (45 45 45

L O A
) G ()

po pravilu za racunanje binomnog koeficijenta.

ZADATAK 2.10. Iz skupa od 52 karte uzimamo 2 gornje karte. Ko-
lika je vjerojatnost p da su obje karte iste boje?

U skupu od 52 karte imamo 4 boje po 13 karata. Kada biramo
karte tako da budu iste boje, najprije biramo boju (na (;1) = 4 nacina),

a zatim karte (na (1) nacina). Dakle,
4\ (13
()
52
(%)
ZADATAK 2.11. Dwa strijelca gadaju, nezavisno jedan od drugoga,

po jedanput u cilj. Vjerojatnost pogotka kod prvog je 0.7, a kod drugog
0.9. Naci vjerojatnost da ce cily biti pogoden barem jedanput.

= 0.235.

p:
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Pogoditi cilj barem jedanput znaci da ¢e cilj pogoditi prvi strijelac
ili drugi strijelac ili oba. Oznac¢imo s A; = {i-ti strijelac je pogodio
cilj}, i = 1,2; A = {cilj je pogoden}. Dogadaji A; i Ay su nezavisni.
Sada je:

P(A)=1-P(A) =1 P(A; N4Ay) = 1 — P(A,)P(Ay)
—1—(1-P(4))(1 - P(Ay)) = 0.97.

ZADATAK 2.12. Vjerojatnost da strigelac pogodi cily pri jednom ga-
danju je 0.98. Odrediti vierojatnost da od pet hitaca svaki put pogodi.

Oznacimo s S = {strijelac je pri gadanju pogodio cilj}, as A = {od
5 gadanja, 5 puta je pogodio}. Dakle,

P(A) =P(S)-P(S) - P(S) - P(9) - P(S) = (P(S))® = 0.98° = 0.904.

ZADATAK 2.13. Dwa strigelca gadaju cilj nezavisno jedan od dru-
goga. Pruvi pogada u 80% hitaca, a drugi u 70% hitaca. Naéi vjerojat-
nost da ce cily biti pogoden ako strijelcit pucaju po jedanput.

Cilj ¢e biti pogoden ako cilj pogodi prvi strijelac ili drugi strijelac ili
oba. Oznac¢imo s A; = {i-ti strijelac je pogodio cilj}, i = 1,2, A = {cilj
je pogoden}. Tada je

A - Al U A2
i Ay, As su nezavisni. Dakle:
P(A) =P(A; UAy) =P(A)) + P(Ay) — P(A1 N Ay)

ZADATAK 2.14. U sobi postoje tri ispravna gria za elektricne Zarulje.
Iz kontingenta od 10 Zarulja, od kojih je 6 neispravnih, uzimamo na
srecu 3. Kolika je vjerojatnost da éemo imati svjetlo ako nakon postavl-
jangja Zarulja okrenemo prekidac¢ u sobi?

U sobi ¢emo imati svjetlo ako je barem jedna odabrana zarulja
ispravna. Dakle A = { najmanje jedna zarulja je ispravna }. Sada je

6
— 5
P(A)zl—P(A)zl—%:a
3
ZADATAK 2.15. Bacamo dvije tocke na slucajan nacin na kvadrat
0,2]2. Naéi vjerojatnost da je njihova medusobna udaljenost manja ili
jednaka 1.

Oznacimo prvu tocku sa X, a drugu sa Y. Prostor elementarnih
dogadaja u ovom slucaju je Q = [0,2]*>. Podru¢je u kojem nam je
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udaljenost izmedu tocaka X i Y manja ili jedanka 1 je Sxy = {(X,Y) €
Q:|X —Y]| <1}. Stoga je:
_ #Sxy  4-1
H#O 22

3
=

3. Uvjetna vjerojatnost

3.1. Teorem o totalnoj vjerojatnosti. Bayesova formula.

DEFINICIJA 8. Neka je slucajan dogadaj A € §, P(A) > 0 na
zadanom prostoru vjerojatnosti (2, F,P). Uvjetna vjerojatnost slucaj-
nog dogadaja B € § pod uvjetom A je
P(AN B)

PBIA) =~

(14)

Sljededi teorem pokazuje povezanost uvjetne vjerojatnosti s defini-
cijom vjerojatnosti koju je uveo Kolmogorov.

TEOREM 1. Funkcija P(:|A), P(A) > 0 definira vjerojatnost nad
prostorom (2, §), s osobinom P(A|A) = 1.

Ovako definirana uvjetna vjerojatnost ima identicne osobine kao i
vjerojatnost po Kolmogorovu, tj. vrijede osobine 1-11. prethodnog
poglavlja.

Iz definicije (10) mozemo izvesti i pravilo mnozenja vjerojatnosti:

P(AiN---NA,) =P(A)P(Af A1) - P(Ap]Ar N - N Ay) 5 (15)
formula (15) se za n = 2 svodi na (14).

Skup nepraznih, disjunktnih sluc¢ajnih dogadaja {Hi,--- , H,} na-
zivamo dekompozicijom /razbijanjem prostora elementarnih dogadaja €2,
ako je 2311 H; = Q. Dogadaje H;, j = 1,m nazivamo hipotezama.
Posljedica definicije dekompozicije 2 na hipoteze je

ip(ﬂj)zy

TEOREM 2 (O TOTALNOJ VJEROJATNOSTI). Ako je {Hy, -, Hp}
dekompozicija 2, i slucajan dogadaj A je definiran nad istim prostorom
vjerojatnosti (Q, §, P), tada vrijedi

P(A) = Z P(H;)P(A|H;) . (16)
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SLIKA 1. Dekompozicija/razbijanje prostora elemen-
tarnih dogadaja 2

DokAz.

Neka je A C Q bilo koji dogadaj. Dekompozicijom {Hy, -, Hp,} i
njega smo razbili na disjunktne dogadaje

A=(ANH)U---U(ANH,),
pa vrijedi:
P(A)=P(ANH,) +---+P(ANH,)
= P(H,)P(A|Hy) + -+ P(H,)P(A|H,),
Sto je i trebalo pokazati.

Buduéi da razne hipoteze H; utjecu uglavnom razlic¢ito na real-
izaciju A, pretpostavimo da se slu¢ajan dogadaj A realizirao s P(A) >
0. Kolike su tada vjerojatnosti hipoteza? Na ovo pitanje daje odgovor
sljedeci teorem.

TEOREM 3 (BAYESOVA FORMULA VJEROJATNOSTI HIPOTEZA).
Pod uvjetima prethodnog teorema vrijedi

P(H;)P(A|H;)
2_jm P(H;)P(A[H;)

P(H;|A) = i=1,m. (17)
DokAz.
Kako je
P(H; N A) = P(H)P(A|H,) = P(AP(Hi|A),  i=T,m,
direktno imamo da je
P(H;)P(A|H;)
P(4)

Primijenimo li formulu totalne vjerojatnosti na P(A), dobijemo trazenu
formulu.

P(H;|A) =
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PRIMJEDBA 3. Koristeéi dobivenu formulu (17), ocito je najvjero-
jatnija hipoteza ona za koju je dostignut maxi<j<, P(H;|A). Jedna
od mogucih primjena je i medicinska dijagnostika. Ako se simptom
A pojavljuje kod bolesti H;, i poznata je vierojatnost pojavljivanja svih
bolesti P(H;), kao i vjerojatnost pojavljivanja P(A|H;) simptoma A kod
svih bolesti H;, registrirant simptom A znaci pojavljivangje bolesti H; s
vjerojatnosti P(H;|A).

3.2. Zadaci.

ZADATAK 3.1. Dane su cetiri kutije s kuglicama. U prvoj su 3
bijele, 2 crne, 2 plave, 3 zelene, u drugoj 1 bijela, 3 crne, 5 plavih, 2
zelene, u trecoj 2 bijele, 4 crne, 1 plava, 2 zelene, u cetvrtoj 4 bijele,
1 crna, 6 plavih i 3 zelene. Odabiremo kutiju na slucajan nacin, te iz
nje biramo duvije kuglice. Naéi vjerojatnost da je jedna zelena a druga
bujela.

Vjerojatnost izvlacenja kuglica tako da jedna bude zelena a druga
bijela ovisit ¢e o tome iz koje smo kutije izvlacili (jer je sastav kutija
razlicit). Dakle, pretpostavke koje utjecu na vjerojatnost su

H; = {odabrana je i-ta kutija}, i=1,2,
a dogadaj Cija nas vjerojatnost zanima je

A = {izvucena je jedna zelena i jedna bijela kuglica}.

Sada je
1
P(H,) = P(H,) = P(H3) = P(H,) = 7
1 2 1 12
P(AlH,) ==, P(A|H,) =—, P(AlH;)=~-, P(AlH,) =—
11 1 2 1 1 1 12

ZADATAK 3.2. Prva serija od 200 artikala sadrzi 5% Skarta, dok
druga serija od 150 artikala ima 6% Skarta. Iz prve serije na sreéu
biramo 60, 1z druge 40 artikala v uskladistimo ih zajedno. Iz skladista
se zatim na sre¢u bira artikal. Naci vjerojatnost da je artikal ispravan.

Vjerojatnost da ¢e artikal biti ispravan ovisi o tome da li je on dosao
iz prve serije ili iz druge. Dakle, dogadaj ¢iju vjerojatnost trazimo je

A = {izvuceni artikal je ispravan},
a pretpostavke su

H; = {artikal dolazi iz i-te serije}, i =1,2.
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Sada je
60 40
P(H)=-—, P(Hy)=-—
P(A|H,) =0.95, P(A|H5) = 0.94.
Napokon je
60 40
P(A) = — -0.95+ — - 0.94 = 0.946.
(4) 100 * 100

ZADATAK 3.3. Iz skupa S = {1,6,7,8,9} sluéajno se bira jedan
broj, a 1z preostalog skupa jos jedan broj. Kolika je vjerojatnost da
drugi izabrani broj bude neparan?

Vjerojatnost biranja drugog broja tako da bude paran ovisiti ¢e o
tome koji je broj izabran prvi, da li paran ili neparan. Dakle,
A = {drugi izabrani broj je neparan},
H, = {prvi izabrani broj je neparan},

Hy = {prvi izabrani broj je paran}.

Sada je
P(HL) = 2, P(Hy) =
1) — 57 2) — 5
3 2
P(A|H,) = 7 P(A|H) = -,
odnosno 5 3 3 9 3
PA) == —+--—-=-

ZADATAK 3.4. Ptica slijece u slucajno izabrano gnijezdo od ukupno
tri gnijezda koja su joj na raspolaganju. Svako gnijezdo sadrzi dva jaja
it to: dva dobra u prvom, jedno dobro i jedan mucak u drugom i dva
mucka u treem. Nacéi vjerojatnost da ptica sjedi na mucku. Ako je
sjela na muéak, kolika je vjerojatnost da sjedi u drugom gnijezdu?

Dali ¢e ptica sjediti na mucku ovisi o tome koje je gnijezdo izabrala.
Oznacimo:
A = {ptica sjedi na mucku}
H; = {ptica je izabrala i-to gnijezdo}, i=1,2,3.

Sada je:
P(H) = (1) = P(Hy) = 3
P(AIHY) =0, P(A|Hy) = 3. P(A[H;) =1
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1 1 1

Ako sada znamo da je sjela na mucak, zanima nas koja je vjerojatnost
da sjedi u drugom gnijezdu, tj. zanima nas P(H|A). Bit ¢e

2

ZADATAK 3.5. Jedna trgovina nabavlja DVD playere od 2 proizvo-
daca, P, 1 Py. P, doprema 1000 komada, od cega 5% s greskom, a P,
700 komada, od c¢ega 2% s greskom. Kolika je vjerojatnost:

a) da slucajno izabrani proizvod ima gresku?
b) da je slucajno izabrani proizvod, koji ima gresku, od proizvo-
daca P, ?
a) Neka je
A = {slucajno odabrani proizvod ima gresku},

H; = {proizvod dolazi od proizvodaca P}, i=1,2.

1000 10 700 7

P(H) = ——=— =—=— ==

H) =70 =17 PR =170 = 17

P(A|H,) =0.05, P(A|Hs) = 0.02.
Stoga je
10 7
P(A) = ITa 0.05 + 7 0.02 = 0.0376.
b) Zanima nas P(H;|A):

P(H\)P(A|H,) 12-0.05

P(FLA) = P(A)  0.0376

= 0.78125.

3.3. Nezavisnost slucajnih dogadaja. Ako realizacija slucaj-
nog dogadaja A ne utjece na realizaciju slu¢ajnog dogadaja B, i vice
versa, tada medu njima postoji odredena nezavisnost.

DEFINICUIA 9. Sluc¢ajni dogadaji A, B su (stohasticki) nezavisni,
ako P(AN B) = P(A)P(B). Nadalje, sluc¢ajni dogadaji Ay, Ay, -+ su
nezavisni, ako za svaki niz prirodnih brojeva ji,- - | jm vrijedi

P(Aj N---NA;,) =P(A;)---P(A;,) . (18)

Definiciju nezavisnosti mozemo preoblikovati koristeéi uvjetnu vje-
rojatnost:

P(B|A) = P(B) .
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4. Slucajne varijable

Heuristicki receno, elementarnim/slucajnim dogadajima mozemo
dodijeliti numericke vrijednosti pomoc¢u nekog preslikavanja. To pres-
likavanje ocito ovisi o slucajnosti, a kodomena mu je realna, R. Takva
preslikavanja ili funkcije su slucajne varijable.

Strogo matematicka definicija tog pojma upravo slijedi.

DEFINICIJA 10. Promatramo prostor vjerojatnosti (2, §,P). Fun-
kcija X : Q — R je slucajna varijabla, ako je X~ 1(S) € §, VS € B(R).

To zapravo znaci da, ako je inverzna slika svakog Borelovskog skupa
S (tim samim i svakog poluotvorenog intervala [a,b), bududi da je
jednodimenzionalno Borelovo o - polje B(R) generirano upravo polu-
otvorenim intervalima skupa realnih brojeva) slu¢ajan dogadaj, tj.
X"Ya,b)) € F, onda je X slucajna varijabla.

SLIKA 2. Slucajna vaijabla

Buduéi da smo iz €2 presli u R pomocu slucajne varijable, sljedeci
rezultat pokazuje kako se "racuna” sa slucajnim varijablama.

TEOREM 4. Slucajna varijabla X definira vjerojatnost

Py(S) = P(X71(S)), VS eB(R). (19)

Ta vjerojatnost Px je zakon razdiobe (distribucije) vjerojatnosti
sluc¢agne varijable X, i jedna je od najvaznijih pojmova teorije vjero-
jatnosti.

Od svih slucajnih varijabli za nase potrebe dovoljno je ograniciti
se na samo dva tipa: diskretne i neprekidne. Definirat ¢emo prvo
diskretne slucajne varijable. U tom cilju oznac¢imo s Rx skup vrijed-
nosti slucajne varijable X, tj. Rx = {X(w) € R| w € Q}. Ako
je #Rx < oo, slucajna varijabla X je prosta. To znaci da je Rx =
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{x1, -+ ,x,}. Vrlo bitan primjer proste slucajne varijable je indika-
torna varijabla slucajnog dogadaja A:
1 weA
Iy =Ts(w) = . (20)
0 wgA

Stavljajuéi A; = {w| X(w) = z;}, j = 1,n, prosta slucajna varijabla
X moze sa napisati u obliku sume:

X = Zn:l'j]IAj .
j=1

Ako je skup vrijednosti Rx prebrojiv, tj. #Rx = #N = Y slucajnu
varijablu X nazivamo elementarnom. Uzimajuéi iste oznake kao kod
proste varijable, dobivamo zapis:

XZZﬂJjHAﬁ Ry = {x1,79,--- } .
=1

4.1. Binomna razdioba. Promatramo realizaciju eksperimenta
A, P(A) = p > 0. Oznaéimo i P(C(A)) = 1 — p = ¢. Ponavljamo
eksperiment A nezavisno n puta. Broj uspjeha S, u seriji od n pon-
avljanja je ocigledno prosta slucajna varijabla; ovaj model nosi ime
Bernoullijeva shema. Vjerojatnost, da je eksperiment uspio j puta u
n nezavisnih opetovanja, opisuje ponasanje navedenog modela:

P(S,=j) = (?)qu"% 0<j<n. (21)

Imajuéi u vidu taj rezultat lako nalazimo da je

v—1
n . .
Plu< S, <v)=>»_ ( ,)p]q”_] . (22)
. J

J=u
Vjerojatnosti (21) su tabelirane za razlicite vrijednosti parametara n
i p. Takoder su tabelirane vjerojatnosti (22) za razne cjelobrojne 0 <

u<v<n+l.
Zakon razdiobe slucajne varijable .S, je
n . .
P = > (e acsm.
j: JEAN{0,1,-- ,n} J

Vjerojatnosti (?)qu”_j definiraju binomnu razdiobu. Dakle, sluc¢ajna
varijabla X ima binomnu razdiobu s parametrima n i p, ako za nju
vrijedi (21); to pisemo X ~ B(n;p).
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4.2. Poissonova aproksimacija binomne razdiobe. Kada broj
ponavljanja eksperimenta u Bernoullijevoj shemi neograni¢eno raste,
tada pod odredenim uvjetima mozemo pojednostaviti izracunavanje
binomnih vjerojatnosti P(S, = j), P(a < S, < b).

Kazemo da slucajna varijabla X ima Poissonovu razdiobu s para-
metrom A > 0 ako je

N
P(X:j):e—kf', jeNUO=N. (24)
4!
To oznatavamo s X ~ P(A). Vezu binomne i Poissonove razdiobe daje
sljedeci rezultat.

TEOREM 5. Neka je S, ~ B(n;p) i neka vjerojatnost p ovisi o
broju ponavljanja u Bernoullijevoj shemi, tj. p = p,. Ako vrijedi
lim,, .o np, = A > 0, tada je

lim P(S, =k)=¢"— keNy. (25)

DokAz. Uvodimo oznaku a,, ~ b,, n — 0o za lim, . a,/b, = 1.
Dakle, neka je n dovoljno veliko, tako da vrijedi
A

p~—.
n

Aproksimiramo vjerojatnost

s, () ) (-2

e e RN

(D -0 0D

Imajuéi sada u vidu da je

e (2

zakljucujemo da je
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za razne cjelobrojne vrijednosti granica sumiranja u,v. Vjerojatnosti
(24) i (26) takoder su tabelirane za neke vrijednosti A > 0, 0 < u < v.

Razdioba slucajne varijable S, = lim, o, Sy, koja opisuje model
broja uspjesnih eksperimenata u beskonacnim serijama nezavisnih po-
navljanja jednog eksperimenta je:

Ps(A)=e? Y

j: jJEANNy

Y
R A€ B(R). (27)

4.3. Teorem Moivre - Laplace. Skup diskretnih (prostih, ele-
mentarnih) slu¢ajnih varijabli je zatvoren u odnosu na aritmeticke o-

peracije linearne kombinacije, mnozenja, itd. No, limes niza diskretnih
slucajnih varijabli nije uvijek diskretna slucajna varijabla!

TEOREM 6. Neka je S, ~ B(n;p) s p > 0 za svako n € N. Tada
vrijedi:

n=.J ~ ———=0=C 9 Tr = ;
n—oo /2Tnpq V/1ipq
uniformno po x u svakom konacnom intervalu realnih brojeva ®. Nada-
lje, vrijeds

S, —np

1 b
ImPla< —<b )| = — e 2 dx . 29
n—+0o ( /g ) \/27r/a (29)

Vidimo da niz prostih, slucajnih varijabli % s binomnom raz-
diobom tezi nekoj slu¢ajnoj varijabli X* koja ima razdiobu:

1 22
PX*(S) = \/_2_71-/5'6_2 dL S c B(R) y

koja niti je prosta niti elementarna, jer je njen skup vrijednosti R. Ta
slu¢ajna varijabla je neprekidnog tipa i ima tzv. normalnu * razdiobu,
u oznaci N(0,1) .

4.4. Funkcija razdiobe. Svaka slucajna varijabla odredena je svo-
jim zakonom razdiobe Px(S), S € B(R). To je skupovna funkcija,
stoga definiramo i takozvane funkcije razdiobe.

3Ovdje i ubuduée oznaka ~ koristit ¢e se za pokazivanje asimptotske ekviva-
lencije nizova, tj. a, ~ b, znaci da je lim 7= = 1.
n—oo "N

4u njemackoj literaturi Gaufovu, u francuskoj Laplaceovu
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DEFINICUA 11. Funkcija razdiobe vjerojatnosti Fx(x) slucajne va-
rijable X je vjerojatnost

Fx(z) = Px(—00,x), reR. (30)
Na osnovi ranije recenog slijedi da je Fyx(z) = P(X'(—o0,7)) =
P(X < z). Ocigledno i funkcija razdiobe vjerojatnosti Fx jednoznacno

odreduje zakon razdiobe Px. No pored toga funkcija razdiobe ima jos
¢itav niz vaznih osobina:

(i) F(x) je nepadajuca funkcija, tj. za svako x; < xs je
F(z1) < F(2,);

(ii) F(—o00) =0, F(o0) =1,
(iii) F(x) je neprekidna slijeva;

(iv) skup tocaka prekida funkcije razdiobe F'(x) je najvise prebro-
Jiv.

Narocito je vazna osobina koja je pandan Newton - Leibnizove formule
iz integralnog racuna

P(a§X<b):Fx(b)—Fx<a) , (31)

i koja vrijedi i za otvoreni - (a,b), poluzatvoreni - (a,b] i zatvoreni -
[a, b] interval u kojem se X nalazi, ako su a, b tocke neprekidnosti Flx.

TEOREM 7. F(x) je funkcija razdiobe slucajne varijable X ako i
samo ako nepadajuca, neprekidna slijeva i F(—o0) =0, F(o0) = 1.

Funkcija razdiobe Fx(x) diskretne slucajne varijable sa skupom
vrijednosti Rx = {x1, s, } ima "stepenasti” oblik:

Fx(z) = Z P(X =), (32)

gdje skok veli¢ine P(X = z;) nastupa u z;.

4.5. Gustoca razdiobe vjerojatnosti. Ako se funkcija razdiobe
vjerojatnosti F'(z) neprekidne sluc¢ajne varijable moze napisati u obliku
odredenog integrala, tj. ako postoji funkcija f(x) da vrijedi:

F(:E):/w f(z) dz, reR, (33)
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10
0.8
0.6 —_—

04

SLIKA 3. Graf funkcije razdiobe Fx(x)

tada je X apsolutno neprekidnog tipa i f(x), x € R je gustoca razdiobe
vjerojatnosti slucajne varijable. Oc¢ito i gustoca razdiobe jednoznacno
odreduje razdiobu preko funkcije razdiobe, odnosno preko (29).

Iz definicije gustoce slijede sljedece osobine:
(i) u svakoj tocki neprekidnosti funkcije f(x) je F'(x) = f(z) ;
(ii) Px(S) = [ f(z) dz, VS € BR);

(iii) f(z) >0, xzeR;

(iv) o f(x)de=1.

4.6. Neke neprekidne razdiobe. Neke neprekidne razdiobe/slu-
¢ajne varijable zadajemo gusto¢ama. Najces¢e spominjane medu njima
su uniformna, eksponencijalna, normalna, Cauchyjeva itd. razdioba.

4.6.1. UNIFORMNA U(S) RAZDIOBA. Slucajna varijabla apsolutno
neprekidnog tipa X ima uniformnu U(S), S C R¢ razdiobu na oblasti
S, ako je njena gustoca oblika

fl@) =18 Is(x) (34)

gdje |S| oznacava "mjeru” oblasti S. To pisemo X ~ U(S).
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1/(b-a)--ceemmmmr -

s
SLIKA 4. Graf funkcije gustoée uniformne razdiobe, S = [a, b]

Odgovarajué¢u funkciju razdiobe dobivamo iz (34). Konkretno, ako
je S = [a,b], onda je funkcija razdiobe varijable X ~ Ula, b] oblika

(0 r<a
F(z) = 2:2 a<z<b . (35)
1 x>b

4.6.2. EKSPONENCIJALNA £(\) RAZDIOBA. Eksponencijalna £(\)
razdioba s parametrom A\ > 0 definirana je gusto¢om

flx) = )\e_’\x]l[o,oo) (x) . (36)

Ovdje je
F(z) = (1= e ) o)) . (37)

4.6.3. NORMALNA N(m, c?) RAZDIOBA. LAPLACEOVA FUNKCIJA.
Normalna razdioba A (m, 0?) s parametrima m, o > 0 karakterizira se
gusto¢om

fl@) = —— 3052 peRr. (39)

e
oV 21

Razdioba N(0, 1) je takozvana jedini¢na normalna. Njena gustoca
je

o(z) = e 2, reR. (39)
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0

SLIKA 5. Graf funkcije gustoée eksponencijalne razdiobe

3

SLIKA 6. Graf funkcije gustoée normalne razdiobe N'(m, o?)

Funkcija razdiobe u slucaju X ~ N (m,c?) je

Pla) = — / e 3(5) ar (40)

oV 2T
odnosno kod jedini¢ne normalne razdiobe je oblika

F(az):\/%/_x e_gdt:%jt@(x), (41)

gdje je

1 v
(I)(J?)ZE/O e 2 dt

tzv. Laplaceova funkcija. Medu korisnijim osobinama ®(x) su:
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D=

c. (x> 4) > 0.499968.

PRIMJEDBA 4. Normalna N'(m,c?) razdioba je naroéito popularna
zbog svoje visestruke primjengivosti. Tako imamo da je:

1. X ~ N(m,0?) povlaci da je X* = X2 ~ N(0,1). Inace, X*
je standardizirana varijanta slucajne varijable X .
2. Vrigedi da je

P(a§X<b):<I>(b_m)—<I>(a_m). (42)

o o

Napokon, gustoéa N (0, 1) razdiobe ¢(x) i Laplaceova funkcija su tabeli-
rane za razne vrijednosti svog argumenta x. Bududi da je ¢(x) parna,
a ®(z) neparna funkcija, i za negativne z lako nalazimo odgovarajuce
vrijednosti tih funkcija. Dakle, bitno je N(m,o?) slucajnu varijablu
standardizirati i primijeniti osobinu (42) za izra¢unavanje konkretnih
vjerojatnosti.

Jedna konkretna primjena je o¢igledan specijalan slucaj (42)
Pr:=P(X —m| < ko) =20(k), (43)

koji se za k = 1,3 popularno naziva ¢ -, 30 - pravilo. Matematicko
tumacenje ovih pravila je sljedece. Neka X opisuje neku populaciju
koja se ponasa po N(m,oc?) razdiobi. Tada se priblizno 2®(1) =
68.238%, odnosno 2®(3) = 99.730% svih N'(m, 0?) - populacija nalazi
unutar intervala [m — o, m + o], [m — 30, m + 30].

4.7. Zadaci.

ZADATAK 4.1. Pretpostavimo da telefoniramo u vrijeme kada je
svaki cetvrti telefonski broj zauzet. Kolika je vjerojatnost da ce se od
12 poziva uspostaviti toéno 37

Situaciju promatramo kao pokus. Pokus je uspio ako je poziv us-

postavljen. 12 puta ponavljamo pokus, a vjerojatnost uspjeha (us-
postave poziva) je %. Zanima me vjerojatnost da smo u 12 pokusaja

imali 3 uspjeha. Dakle, n =12, p = %, k = 3. Neka je

As = {uspostavljene su tocno tri veze}.
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P(A3) = (132> G)S (i)g = 0.00035.

ZADATAK 4.2. Robot posluzuje 12 punktova istog tipa. Vjerojatnost
da jednom punktu treba specijalna posluga u toku vremena t iznosi %
Kolika je vjerojatnost da u toku vremena t, specijalna posluga treba na

4 punkta?

Tada je

Oznacimo sa
A = {specijalna posluga potrebna je na 4 punkta}.

Uspjehom pokusa smatramo situaciju u kojoj odredenom punktu za-
treba specijalna posluga. Vjerojatnost uspjeha je p = % 12 punktova
promatramo kao 12 ponavljanja pokusa. Dakle,

1
n:12,p:§,k:4

o= () (2)' (2) = oass

ZADATAK 4.3. Koliko najmanje djece treba imati jedna obitelj da
bi s vjerojatnoséu od najmange 0.75 imala najmanje 1 musko dijete?
(Vjerojatnost radanja djecaka iznosi 0.515)

Pokus, tj. radanje djece, ponavljamo n puta, uspjehom smatramo
rodenje djecaka, koji se rada s vjerojatnosti p = 0.515. Oznacimo sa

A = {obitelj ima darem jedno musko dijete},
i zelimo da je
P(A) > 0.75.
Sada je
P(A) =1 - P(A) = 1 — P({obitelj nema niti jedno musko dijete})

—1— (g) 0.515% - 0.485" > 0.75

Dakle, rjesavamo jednadzbu po n:
1 —0.485" > 0.75
0.485™ < 0.25
nlog0.485 < log0.25
n>192~2
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Dakle, obitelj treba imati najmanje 2 djece da bi imali barem jednog

djecaka s vjerojatnosti ve¢om od 0.75.

ZADATAK 4.4. Je li, u 1gri podjednakih protivnika, vjerojatnije do-
biti 3 od 4 ili 6 od 8 partija (Zadaéa viteza De Merea)?

S obzirom da su protivnici podjednaki, vjerojatnost pobjede =
vjerojatnost poraza = 0.5. U igri 3 od 4 je n =4, k = 3 i vjerojatnost
je

4
P({3 od 4}) = (3)0.53 -0.5' =0.25
U igri 6 od 8 je n =8, k = 6 i vjerojatnost je:
8
P({6 od 8}) = (6) 0.5%-0.5% = 0.109

Dakle, vjerojatnije je dobiti 3 od 4 nego 6 od 8.

ZADATAK 4.5. U smgeru kretanja automobila nalaze se redom tri
semafora koji rade nezavisno jedan od drugog. Na svakom se s p = 0.5
pojavljuje crveno i sa ¢ = 0.5 zeleno svjetlo. Slucajna varijabla X pred-
stavlja broj semafora pored kojih prolazi auto do prvog zaustavljanja.
Naci razdiobu od X .

Da bi odredili razdiobu od X moramo odrediti R x i pripadne vjero-
jatnosti. Kako je X broj semafora pored kojih automobil prolazi do
prvog zaustavljanja, Rx = {0, 1,2, 3} (moze nas zaustaviti odmah prvi
semafor, mozemo proé¢i kroz prvi i zaustavi nas drugi, itd). Pripadne
vjerojatnosti su:

P{X =0})=05 P{X=1})=05-05=0.25,
P{X =2})=05-0.5-0.5=0.125
PH{X =3})=0.5-0.5-0.5=0.125,

i zakon razdiobe je

D% 0 1 2 3
0.5 0.25 0.125 0.125 )~

ZADATAK 4.6. Slucajna varijabla X diskretnog tipa zadana je svo-

jom razdiobom
-1 0 1 2 4
XN(O.l 0.1 « 04 a)'

a) Numericku vrijednost «.

Odredite:
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b) Naéi funkciju razdiobe od X i P(3 < X < 2).

a) Kako znamo da je suma vjerojatnosti > .-, p; = 1, @ nalazimo
iz jednadzbe

01+01+a+04+a=1
sto nam daje a = 0.2. Dakle,
-1 0 1 2 4
‘¥N<01 0.1 0.2 miaz)'

b) Funkcija razdiobe je:

(0, r<—1
0.1, —1<z<0
0.2, 0<z<1

Fx(r)=19 o4 l<z<2
0.8, 2<x<A4
L1, >4

a trazena vjerojatnost je

1
—) =04-02=0.2.

P<%<X§2)=FA%—Fk(2

ZADATAK 4.7. U kutiji su 3 bigele © 3 crne kuglice. Izvlaci se po
1 kuglica, bez vracanja, sve dok se me izvuce bijela kuglica. Ako je
sluc¢agna varigabla X broj izvlacenja, nadi:

; razdiobu od X
¢) Fx(x)
a) R
b)

x =1{1,2,3,4}
3 1 3-3 3
PH{X =1})==-== X =2 — =
(X=1=2=2 PUX=2)=2"=2
3-2-3 3 3-2-1-3 1
PH{X =3}) = = — X =4 = —
d } 5-5-4 20 P{ = 6:-5-4-3 20’
pa je razdioba
1 2 3 4
XN(; 3 3 L)
2 10 20 20
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¢) Funkcija razdiobe je:

(0, r <1
%, l<ax<?2
Fx(z) =¢ . 2<x <3 .
%, 3<x <4

L 1, r >4

ZADATAK 4.8. Dwva strijelca Sy i So gadaju po jednom u istu metu.

Vierojatnost pogotka za Sy iznosi 0.7, a za Se 0.69. Ako je X broj
pogodaka v metu, nadi:

a) RX
b) razdiobu od X i Fx(x)
c) PEX <1})

a) Ry = {0,1,2}
b)

P{X =0}) =03-04=012, P{X =1})=0.7-0.640.3-0.4 = 0.46,

PH{X =2})=0.7-0.6 =0.42.
pa je razdioba

o 1 2
X ( 0.12 0.46 0.42 )'

Funkcija razdiobe je:

0, z <0
0.12, O<z<1

Fx(r) =9 058, l<z<2 -
1, x> 2

c)
P(X <1)=P(—00 < X <1) = Fy(1) — Fx(—00) =0.12— 0 = 0.12.

ZADATAK 4.9. Kocka se baca dok se prvi put ne pojavi 1. Ako je
sluc¢agna varigabla X - broj bacanja kocke, treba naci:

a) RX

b) razdiobu od X
c) P(X >3)
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a) Na kocki mozemo dobiti 1 iz prvog puta, drugog puta, treceg
puta, ... Sto nam daje Rx = N.

b) Vjerojatnost da na kocki padne 1 je %, a vijerojatnost da ne
padne 1 je %. Ako iz prvog puta padne 1, tada je

Vjerojatnost da iz drugog, trec¢eg... puta padne 1 je
15 1 (5\°
PIX=2)==-.Z= P(IX=3)==--|=
x=2=g- 2 px=3-; (2],

$to nam ocito govori da X ima geometrijsku G(%) razdiobu.

1
6
c)

1 15 1 (5\
P(X =]1-PX<3)=1—-=—-.-——. 2) =0.579.
(X>3)=1-POX <3 =15 goog(5) =050

ZADATAK 4.10. Izvodi se 20 nezavisnih Bernoullijevih pokusa, © u
svakom od mjih vjerojatnost nastupa dogadaja A iznosi 0.73. Ako je
slucagna varijabla X - broj nastupa dogadaja A u 20 pokusa, nadi raz-

diobu od X.
X o¢ito ima binomnu B(20,0.73) razdiobu. Stoga je
P(X =k) = (2ko) 0.73% . 0.27207F.
ZADATAK 4.11. Statisticki je utvrdeno da je lijevorukih ljudi 1%.

Kolika je vjerojatnost da medu 200 slucajno izabranih osoba bude:

a) tocno 4 ljevaka
b) ne mange od 4 ljevaka

Ovdje je n = 200, p = 0.01, tj. n je veliko, a p malo. Zbog toga ce
nam X imati Poissonovu P(2) razdiobu, A = 200 - 0.01 = 2.
a) P(X =4) = e 220 = 0.090223
b)P(X>4)=1-P(X <3)=1-¢?(2+ 5 +%) =0143
ZADATAK 4.12. [z skladista je otpremljeno 500 boca vina od 1.

Vjerojatnost da se prilikom transporta razbije 1 boca iznosi 0.004. Nadi
vjerojatnot da se na odrediste dopremsi:

a) 500 nerazbijenih boca
b) od 5 do 8 razbijenih boca
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Neka je slucajna varijabla X - broj razbijenih boca. Tada je ocito
X ~ B(500,0.004) ~ P(2).

a) P(X =0) =22 = L =0.135.

0!
b) PG X <8) =2 (5+5+5+5) =005

ZADATAK 4.13. Kolika je vjerojatnost da se u deset bacanja kockice
sestica pojavi:
a) pet puta
b) mange od 5, a vise od 2 puta

Neka je X - broj Sestica u 10 bacanja kockice. Tada je X ~ B(10, %)

) P(X =5) = (9) (1)" (2)" = 0.0130
b) P(2 < X <5) = P(X = 3) + P(X = 4) = 0.155 + 0.0543 =

0.2093

ZADATAK 4.14. Slucajna varijabla X zadana je svojom gustocom

k
= R.

Odredite numericku vrijednost k i funkciju razdiobe X .

Iskoristimo svojstvo normiranosti za odredivanje nepoznatog para-
metra k:

<k > d 00
/ dx = Qk/ A 2k arctanx| =km = 1.
oo L+ 22 o 1+ a2 0

Dakle,

1
f(l') = m, r e R.

Nadalje, funkcija razdiobe je:

Fx) /x dt 1/00 dt 1 ) tﬂﬂ
T) = — == = — arctan
o1+t 7w )y 1+t 7 —o0

= —arctanx + —,
s 2

za svako realno z.

ZADATAK 4.15. Zadana je funkcija razdiobe slucajne varijable X

0, r<1
Flr)=<¢ 2°+1, —1<2<0
1, x>0



4. SLUCAJNE VARIJABLE 41

a) Nadi funkciju gustoce
b) Ako je P(z > a) = 3, koliki je a?

a) Kako je F'(x) derivabilna, gustoéu nalazimo iz

_ . 31‘2, —1<z<0
flz) = F'(2) _{ 0, inace
b) Imamo:
1
1
P(X<a):£
7
P(—oo<X<a):§
7
7
Fla) = —
(@)=1
7
3 1=—
a” + 3
1
CL:—§.

Zaista, bududi da jednadzba a® +1/8 = (a + 1/2)(a® — a/2 +
1/4) = 0 ima jedno realno rjesenje a = —1/2, a preostala
dva su kompleksa, jer je diskriminanta D kvadratnog troclana
a’* —a/2+1/4 jednaka D = —3/4 < 0, slijedi tvrdnja.

ZADATAK 4.16. Zadana je funkcija razdiobe slucajne varijable X

8
ISR MIE]

IA
B

F(zx) = <1+sinm>, —

— o= O
\V ISJE] IA
CIERVA

8

a) Nadi funkciju gustoce
b) Ako je P(0 < x < a) = 0.25, koliki je a?



42 2. VJEROJATNOST
a) Kako je F'(x) derivabilna, gustoéu nalazimo iz

1 s s
5cosz, —§<x§§
flz) = F'(z) =

0, inace

b) Imamo:

P(O<z<a)=0.25
F(a) — F(0) =0.25
1+sina 1-+sin0

=0.25
2 2
sina
=0.25
2
sina = 0.5
T
a=—.
6

ZADATAK 4.17. Naéi brojcanu vrijednost parametra k 1 vjerojatnost
P(|X| < a™') ako je za neko a > 0

ke, x>0
f(x)_{o, 2<0

Iz svojstva normiranosti funkcije gusto¢e dobivamo:
o —k
ke “dxr = —e
0 a

dakle, k = a, tj. X ~ &(a), odnosno

ae %, z>0
f(m)_{o, r<0’

Sada mozemo izracunati trazenu vjerojatnost:

PIX|<a')=P(-a'<X<a')=P0<X<a?)

a a*l
= ae”¥dx = —e™** =1—¢%
0 0

ZADATAK 4.18. Radijus kruga mjeri se priblizno i tma razdiobu
U(5,7). Naéi vjerojatnost da je r izmedu 5.5 i 6.
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Kako je r ~ U(5,7), znamo da je funkcija razdiobe od r

0, r<5H
F(z)={ iz, b<ax<T.
1, x>T
Sada je trazena vjerojatnost
6 5.5
P(5.5<x<6)=F(6)— F(55) = 375 = 0.25.

ZADATAK 4.19. Slucajna varijabla X ima U(0,1) razdiobu. Nadci
vjerojatnost P(|Y| < 0.5) ako je Y = —X + 2.

Oznacimo sa Fx funkciju razdiobe od X, sa Fy funkciju razdiobe
od Y. Sada je

Fy(z)=P(Y <z)=P(—-X+2<2)=P(X >2—12)
=1-P(X<2)=1-Fx(2—2x).

Dakle,
0, 2—2<0 0, r <l
Fy(r)=1—-¢ 2—z, 0<2z<1 =< -1, 1<z<2 .
1, 2—x>1 1, x> 2
Sada je

P([Y] <0.5) = P(—0.5 < 2 < 0.5) = Fy(0.5) — Fy(—0.5) = 0.

ZADATAK 4.20. Slucajna varijabla X ima N (m, 16) razdiobu. Nadi
m tako da vrijedi

P24+ m < X < 3m + 6) = 0.2835.

Racunamo:
2 - 3 6 —
P2 < X < 3mot0) =P (2L e IO
1 1 3
—P(Z < X*< = 2
(2 < < 2m+2>
1 3
=0 {gm+5 ) —0(05)=0.2835.
Dakle,

1 3 1
o <§m + 5) — 0.2835 + c1><§> — 0.2835 + 0.1915 = 0.475
3
2

m+ -~ =®1(0475) =1.94 = m=0..88.

1
2
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ZADATAK 4.21. Neka je X ~ N(m,0?). AkojeP(X <0) =P(X >
0.8) = 0.25, odredite numericke vrijednosti parametara razdiobe m,o.

Imamo

P(X<0):P(—oo<X<0):P(—oo<X*<—@)

o
m 1
<1>( —>—<I>— —- 9 -
")~ (o) @)=1
m 1 m 1
()5 = 2wl
o 4 = o 4
Nadalje je
0.8 — .
P(X > 0.8) = P(0.8 < X < o0) = P( Tox <oo>
0.8 —m 0.8—m 1
=00~ (P ) < S e <
0.8—m 1
@( S
o 4
0.8 —m _ (bl(l).
o 4
[zjednacimo
0,8—m_@
o o
2m = 0.8
m = 0.4

0.8 —0.4=0®*(0.25)
0.4

— 0.59.
77068

Zakljuéujemo da je X ~ N(0.2,0.59?) .

ZADATAK 4.22. Visina covjeka ima razdiobu
X ~ N(174,9%).

a) Koliki je postotak ljudi visih od 2 metra?
b) Ispod koje se visine nalazi 5% ljudi?
¢) Koliki je postotak ljudi s visinom od 160 do 190 cm?
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a) Zanima nas

200 — 174
9
= P (00) — $(2.89) = 0.5 — 0.498 = 0.002 = 0.2.%

P(X>200):P(200<X<oo):P( <X*<oo)

b) Racunamo:
P(X < a) = 0.05

— 174
P(—oo<X<a 97>:0.05

o (a — 174) — ®(—o0) = 0.05

9
d (“ - 174) —0.05—0.5
9
_ 174
¢ = 27(0.45)
179 —a =9-1.64
a = 159.15.

¢) Imamo:

160 — 174 190 — 174
P(160§X§190):P(60T7<X<M)

= B(1.78) — B(—1.56) = (1.78) + (1.56)
— 0.4625 + 0.4406 = 90.3.%

ZADATAK 4.23. Ako je X ~ N(12,2%) nadi:

a) P (% <32)

x <%

b) P(X? > 6X)

a) Racunamo:

4.5 —12
:P(5 §X*<oo)

= ®(00) — ¢(=3.75)
= 0.5+ 0.499 = 0.999.

45
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b) Sada je:
P(X2>6X) =P(X2—6X >0) = P(X(X — 6) > 0)
=P(X <0)+P(X > 6)
:P(—oo<X*<—1?2) +P(6_212 <X*<oo>
= ®(—6) — (—00) + P(c0) — P(—3)
= 0.5+ 0.49865 = 0.99865.

5. Numericke karakteristike slucajnih varijabli

5.1. Matematicko ocekivanje.

DEFINICIJA 12. Matematicko ocekivanje EX realne slucajne vari-
jable X koja je definirana na prostoru vjerojatnosti (2,§, P) je vrijed-
nost integrala

EX = / X(w) dP(w) eR (44)
Q
tj. to je broj (44).

Ova definicija potrebuje poznavanje tehnike apstraktnog, Lebes-
gueovog integrala. No slucajna varijabla posjeduje i tzv. fazni prostor
(R, B(R),Px) u kojem radimo s funkcijom razdiobe Fx, koju zadajemo
preko Px([a,b)) = Fx(b) — Fx(a), vidi 4.4. Iz definicije ocekivanja
odmabh slijedi da EX postoji, ako i samo ako je

/[EdFX([B) eER. (45)

Na taj nacin imamo sljedeci rezultat. Matematicko ocekivanje slucajne
varijable X je broj

Jpxf(x) dx X je neprekidnog tipa
> 2;P(X = 1) X je diskretnog tipa ,
=1

ako gusto¢a f = F’ varijable X postoji.
Neke od osnovnih osobina matematickog ocekivanja jesu sljedece:

(1) EX postoji, ako i samo ako postoji E|.X| .

(2) Ako P(X =~) =1, tada je EX = ~.
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(3) P(X>Y)=1,ondaje EX > EY .

(4) (LINEARNOST OCEKIVANJA.) Ako postoje EXy,--- ,EX,,
onda za sve a; € R je

EZOéij:ZOéjEXj . (47)
i=1 i=1

(5) (MONOTONA KONVERGENCIJA.) Ako niz nenegativnih slu-
¢ajnih varijabli 0 < X,, monotono tezi grani¢noj sluc¢ajnoj
varijabli &, tada je lim,,_,,, EX, = E£.

(6) (TEOREM LEBESGUEA - DOMINANTNA KONVERGENCIJA.)
Ako P(|X,| < Y) =11iEY € R, tada ako lim, ,, X,, = ¢,
onda vrijedi lim,,_,, EX,, = E&.

(7) Neka je g : R — R neprekidna funkcija. Tada je

Eg(X) = / o(z) dFx(z) = / o) f(x) de | (45)

R
gdje je f = F% gustoca varijable X.

(8) Akosu Xy, -+, X, nezavisne slucajne varijable s o¢ekivanjima,
tada vrijedi

E(X; - X,) =EX; - EX, . (49)

5.2. Disperzija/varijanca. Moment reda o slucajne varijable X
je broj EX?, dok je E|X|* apsolutni moment reda . Napokon, proma-

tramo joS i centralni moment reda o i apsolutni centralni moment reda
a su E(X — EX)?, odnosno E|X — EX|* respektivno °.

O navednim momentima mozemo izreci sljedece rezultate:

(1) EX“ postoji, ako i samo ako postoji E|X|*.
ii) EX{ postoji, ako i samo ako postoji E| Xq|*.
0

DEFINICIIA 13. Centralni moment drugog reda slucajne varijable
X je njena disperzija/varijanca u oznaci DX. Standardna devijacija
o(X) slucajne varijable X je o(X) = vDX.

SPostupak oduzimanja oc¢ekivanja od promatrane varijable, Xo = X — EX|, Sto
rezultira s EXy = 0, je centriranje. Inace, posebo vaznu familiju slucajnih varijabli
¢ine slucajne varijable s kona¢nim momentom drugog reda koje su definirane nad
istim prostorom vjerojatnosti. Tu familiju ozna¢avamo s L2(12).
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Iz definicije slijedi da je

DX =E(X —EX)?=EX? - (EX)?. (50)
Osnovne osobine disperzije su:

(i) DX > 0; DX =0 ako i samo ako je P(X = const) = 1.
(ii) D(aX + 8) = o*DX.
(iii) Funkcija E(X — «)? ima minimum jednak DX za o = EX.

(iv) (JEDNAKOST BIENAYMEA.) Neka su Xi,---, X, nezavisne
slucajne varijable s konacnom disperzijom. Tada

j=1 j=1

PrRIMJEDBA 5. Standardizirana varijanta slucajne varijable X je
sluc¢agna varijabla
= X —-EX
o(X)
odmah vidimo da je EX* =0, DX* = 1. U sluéaju normalne N'(m, ?)
distribuirane slucajne varijable X bit ce

XM NO,1).

o
Sada je jasnija Primjedba 4. koja se odnosi na centriranu i normiranu
normalno distribuiranu slu¢ajnu varijablu; vidi specijalno relaciju (42).

(52)

X*
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5.3. Ocekivanje i disperzija nekih razdioba.
| | Razdioba | Gustota/zakon razdiobe | EX [ DX |
n . .
Binomna P(IX=9)=|( n—j
L B(n,p) ( ) L)p]q np g
’ j=0,n
Poissonova L N
2. POV, A> 0 PX=j)=e T,jENU A A
Geometrijska . q q
3. PX=j)=p¢, j€N 2z £
G(p), p e (0,1) (X =J)=pd, J No | 5 =
n Pascalova P(X =j)= (i_ll)p”qf_” n nq
P(n;p), p>0 j=n p p?
Uniformna L1 — |[n+1|n*-1
g diskretna P(X =)= ;7T 2 12
I ] Razdioba | Gustoca/zakon razdiobe | EX | DX |
Uniformna 1 a+b (b—a)?
6. = I,
Ula, b] @) = 7= len () ) 12
Eksponencijalna O\ aa 1 1
7. £\, A >0 f(x) = Xe ™I o) () X ¥
Normalna 1 —L(e=my?
| N(m,0?), o >0 fla) = ;e 2(55%) I (2) m o
Normalna o
91 jedinienaN (0, 1) ¢(2) = 75 ¢ 7 Ir(2) 0 !
GamaT' (o, 371 ol =
10. a,5(> R O e of af®
Beta, (1 — 2)b ! a b
1L B(a,b), a,b>0 J(z) = B(a,b) Tio.(2) a+b (a+b)2(a+b+1)
Cauchyjeva B A
12 C(A), A>0 f(z) = (A2 + 22) I () ) -
. v b —(a-l—ba:)]I ~ 2
13 LOngt?lea Fz) = e (0,00) (%) a T
L(a, b) (1 + ef(a+bx))2 b 352
[E=m|
14. Lapllaciova fx) =3¢ 5 Ip(x) U 2\
Raleigheva . o - -
15. R(OZ), a>0 f(I) = Ee QQH(Q oo)(x) o Oé(2 — 5)
2
Weibullova a1 —ego at1y ~1 | c7a [2D(2)
16. W.(a), a >0 f(r) = cax®™ e g oo)(z) |T(*7)c @ —%F(l)}z
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Napomena.

1. Gama funkcija, ili Eulerova funkcija druge vrste je nepravi
integral I'(s) = [~ 2° '™ dx; u slucaju s € N bit ¢e I'(s) =
(s —1)!

2. Beta funkcija, ili Eulereova funkcija prve vrste je parametarski
intergal B(s,t) = fol 2741 — 2)*! dz; osobina B(s,t) =

T'(s+t)
T'(s)I(t)

povezuje Eulerove funkcije prve i druge vrste.

5.4. Zadaci.

ZADATAK 5.1. Slucajna varijabla X ima razdiobu

-1 0 1
X”(o.z 0.3 A')
Odredite funkciju razdiobe od X i EX.

Lako pronalazimo iz svojstva normiranosti da je A\ = 0.5, pa je
funkcija razdiobe

0, zz<-1
02, —1<2<0

Fx(®) =9 05 0<z<1
1, z>1

Jos nam treba
EX=-1-02+0-03+1-05=0.3.

ZADATAK 5.2. Neka je X ~ B(3, %) Naéi oc¢ekivanje slucajne var-
yable Y = X + 3.

Jednostavno racunamo:

1 18
EY =E(X +3)=EX +3=3 - +3= .

ZADATAK 5.3. Nezavisne slucajne varigable X, Y zadane su raz-

= =

Nac¢i EZ ako je Z = XY

= DN
INGICINAN
~

Zbog nezavisnosti sluc¢ajnih varijabli imamo:

1 2 1
EZ:E(XY):EXEY:<O.§+1-§>.<2._+4.§>:g
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ZADATAK 5.4. Vjerojatnost da stroj izbaci los proizvod je 5%. Kon-
trolor uzima 80 proizvoda. Ako je X - broj dobrih proizvoda medu 80,
nadi ocekivani broj dobrih proizvoda.

Ocito je ovdje X ~ B(80,0.95). Stoga je ocekivani broj dobrih
proizvoda
EX =np=280-0.95=76.

ZADATAK 5.5. Neka X ima £(2) razdiobu.

a) Nadi funkciju razdiobe slucajne varijable Y = —0.5X + 1
) Nadi EY

¢) Odredi vjerojatnost P(]Y + 1] > 1)
)

a) Kako X ima eksponencijalnu razdiobu s parametrom 2, rac¢u-
namo

Fy(z) =P(Y < 2) =P(—0.5X + 1 < z)
:PX<2Q—@»:FM%1—@)

) r<1
0, x>1
b) Sada je
1
EY =E(-05X+1)=—-05EX +1=-05- 3 +1=0.75.
c¢) Trazena vjerojatnost je
P(J]Y4+1| > 1) =1-P(-2 <Y <0) = 1-Fy(0)+ Fy(-2) = 1—e*+e!?
ZADATAK 5.6. Sluc¢agna varijabla X zadana je razdiobom
-2 -1 0 1 2
X““(0103(m 0301)‘
Nadi EY i DY ako je Y = X2 — 1.
Racunamo:
EY =E(X?*—-1)=EX?*—-1

=(-2)*-01+(-1)*-034+0-03+1*-0.3+2*-0.1—1
=14-1=04,
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DY =D(X2— 1) = DX? = E(X? — EX?)?
= EX* — (EX?)?
—1.64+03+03+0.6—1.16=1.84.

ZADATAK 5.7. Slucajna varijabla X je vrijeme cekanja putnika do
dolaska autobusa. Ako X ima uniformnu U(a,b) razdiobu, a EX =
t(a+0b) = 7,5 min, DX = (b — a)* = 18.75 min?, koje vrijeme
protjece izmedu dva dolaska autobusa?

Vrijeme izmedu dolaska dva autobusa zaapravo je jednako duljini
segmenta [a,b]. Dakle, trebamo odrediti a i b. Rjesavamo sistem od
jedne linearne i jedne kvadratne jednadzbe:

1
1 2
— (b — = 18.75.
(b —a)’ = 1875

Njegova su rjesenja (a,b) € {(15,0), (0,15)}. Kako samo drugo rjesenje
ima geometrijsko smislenu interpretaciju, jer interval (a,b) definiramo
za a < b, usvajamo a = 0,b = 15. Dakle,

X ~U(0,15)
tj. 15 minuta prode izmedu dva autobusa.

ZADATAK 5.8. Za slucajnu varijablu X funkcija gustoce glasi:

Nadi:
a) EX, DX

b) simetricéni interval oko EX wu kojem lezi 95.45% wvrijednosti
sluc¢agne variyjable X .

a) Iz izraza za gustoéu slucajne varijable ocito je da X ima
N (=3,4?%) razdiobu. Stoga je

EX = -3, DX = 16.

b) Zanima nas simetri¢ni interval oko ocekivanja.
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Racunamo:

P(EX —a < X <EX +a)=0.9545

®1(0.47725)

I I
[\

I
0 N

P <M < X* < M) — 0.9545
g g
p <_—“ < X* < 3) — 0.9545
g g
o (9) _ <—9> — 0.9545
o g
26 (3) — 0.9545
g
® (3) — 0.47725
g
a
o
a
o
a
4
a

Dakle, simetri¢ni interval je [-3 — 8, —3 + 8] = [—11, 5].

ZADATAK 5.9. Kada covjek sjedi na balkonu, komarci ga bodu in-
tenzitetom a1 = 0.02 uboda u sekundi, a kada ude u sobu, onda se
intenzitet smanji na as = 0.005 uboda u sekundi. Ako je ¢ovjek proveo

10 minuta na balkonu, a zatim 30 minuta u sobi, koliki je ocekivani
broj uboda za to vrijeme?
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Neka je X; - broj uboda na balkonu, X, - broj uboda u sobi, ¢,
- vrijeme provedeno na balkonu, ¢; - vrijeme provedeno u sobi. Tada
slucajna varijabla X; ima Poissonovu razdiobu s parametrom A\; =
ai -t; = 0.02 - 600 = 12, a X, ima Poissonovu razdiobu s parametrom
Ay = as - to = 0.005 - 1800 = 9. Ocekivani broj uboda je:

ZADATAK 5.10. "Na gomili 40 Slovaka, koliko je medu njima lje-
vaka?” Ako je 8% stanovniStva lijevoruko, izracunati traZemi broj s
vjerojatnoséu od 0.80 7 0.99.

Neka je sluc¢ajna varijabla X - broj ljevorukih medu Slovacima.
Tada X ima B(40;0.08) razdiobu. Po teoremu Moivre-Laplace je
B(40;0.08) ~ N(3.2;2.944). Sada trazimo takav k da je

P(|X — EX| <k)=np, p € {0.80, 0.99} .
Kao i ranije,
PEX — k< X<EX+k)=p

(Vo) >

Za p = 0.80 imamo da je

k
O — | =04,
(\/2.944)
odnosno k = 1/2.944 - ®71(0.4); prihvacamo k ~ 2.196. To znaci da
je 3.2 —2.196 = 1.004 < X < 3.2+ 2.196 = 5.396 sto bi odgovaralo
procjeni od 1 < X < 6.
Ako je p = 0.99, na slican nacin zaklju¢ujemo da je k =~ 4.42, tj.
0 < X < 8. Dakle, maksimalno ih je 8.
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Numericka matematika

Prilikom rjesavanja raznih problema koje mozemo opisati mate-
matickim modelom ¢esto dolazimo do poprilicno slozenih zadataka za
¢ije su rjesavanje potrebni snazniji matematicki alati, ili su pak zadaci
toliko slozeni da niti jedan analiticki nacin rjesavanja ne dovodi do
rjeSenja. U tom slucaju potrebne su nam odredene metode pomocu
kojih ¢emo na relativno jednostavan nacin i u relativno kratkom vre-
menu doéi do pribliznog (numerickog) rjesenja. Problemom nalazenja
i razradivanja metoda koje ¢e nam dati zadovoljavajuc¢a numericka
rjeSenja raznih problema iz drugih oblasti matematike bavi se nu-
mericka matematika.

1. Racun gresaka

Ako se neka fizikalna pojava matematicki interpretira, najcesce se
bira idealizirani model ¢ije rjeSenje odrazava samo pribliznu sliku onoga
Sto se u realnosti dogada.

U numerickoj matematici nailazimo na takve procese cija bi real-
izacija trajala beskonac¢no. U praksi smo prisiljeni prekinuti postupak
racunanja nakon odredenog broja koraka. Samim skracivanjem tra-
janja racunanja ¢inimo gresku koja se naziva greskom analitickog
odsjecanja.

Drugi problem prilikom opisivanja neke fizikalne pojave je pre-
ciznost mjerenja ulaznih podataka. Time nastaju pocetne greske.

I trec¢a situacija kada nastaju greske je kada brojeve sa velikim
brojem znamenaka koje najcesée ne stanu u memoriju racunala moramo

zamijeniti sa pribliznim brojevima sa manjim brojem znamenaka. Ove
gresSke su greske zaokruzivanja.

1.1. Priblizni brojevi.

DEFINICIIA 14. Pribliznim brojem x* zovemo onaj broj koji se
"neznatno” razlikuje od tocne vrijednosti x i koji zamgjenjuje broj x u
12racunavanjima.

55
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DEFINICUIA 15. Razlika e = x — x* zove se greSkom pribliZnog
broja x*. Apsolutna greska je A, = |e| = |x — z*|.

Najcesce broj x ne znamo, pa ne mozemo odrediti apsolutnu gresku.
Ono sto mozemo zadati je granica apsolutne greske A,
A$ S A$7

koja je racionalna. Apsolutna greska je neprakticna i ona je beskona¢no
decimalan razlomak, na primjer:

V2141, A, =|V2-141|=0.0042..., A, = 0.005

i A, nije od vece koristi. Konvencija kaze da kada imamo gornju granicu
apsolutne greske A,, govorimo apsolutna greska.

1.2. Osobine apsolutne greske. Oznacimo s A,, Ay, - gornje
granice apsolutnih gresaka toc¢nih brojeva a,b,--- umjesto kojih ra-
¢unamo s njima pridruzenim pribliznim brojevima a*,b*,---. Tada

vrijede sljedec¢e osobine:

1. Neka je @ > 0 poznata konstanta, nezavisna od a. Tada je
Apa = oA,
2. Aa:l:b = A(JL + Ab;
3. App = Ay |0 + Apla’|;
Aa|b*| + Ab|a*\
4. Ny = :
/b (b*)Z

Osobina 4. ne preporucuje se za koriStenje prigodom izra¢unavanja
apsolutne greske kvocijenta za male vrijednosti nazivnika. Naime, u
tom slucaju desna strana jednakosti nije stabilna - njena vrijednost
postaje vrlo velika §to numericke programe, dzepne kalkulatore zapravo
“zbunjuje”. Ali zato imamo efikasnu osobinu koja povezuje 1. i 2., a
to je apsolutna greska linearne kombinacije je linearna kombinacija
apsolutnih gresaka:

Aaa—i—ﬁb = |a|Aa + |5|Ab (53)

Gornje osobine se matematicki mogu objasniti preko definicije gornje
granice apsolutne greske, jer na primjer na osnovu nejednakosti trokuta
vrijedi

Ao = |(a+b)—(a+b)* +[b—b*| = Au+A,,

Sto znaci da je Agp < Ay + Ay, Da bi dostigli trazenu jednakost
umjesto <, balansiramo s gornjom granicom apsolutne greske na lijevoj,
manjoj strani. Slicno postupamo i u izvodenju ostalih osobina.

= |a+b—a*—b*

< ‘a—a*
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DEFINICIJA 16. Relativna greska r pribliznog broja x* je kolicnik
greske i tocnog broja x (kojeg moramo zamijeniti pribliznim brojem x*
u racunanju)

€
Te = —
x
a apsolutna vrijednost relativne greske je
Ay
| 7]

Inace, uobicajeno je reéi relativna greska za apsolutnu vrijednost rel-
ativne greske. Napomenimo da je relativno gresku uobicajeno prikazi-
vati u postocima. Dakle, ako se kod prikazivanja bazdarenosti nekog
mjernog instrumenta navode granice u kojima je instrument efikasan i
pouzdan, tada se oznaka x 4+ £% odnosi na relativnu pogresku instru-
menta u granicama 0, < &.

DEFINICIJA 17. Gornja granica apsolutne vrijednost relativne gres-
ke R« pribliznog broja x* je svaki broj o, koji nije manji od apsolutne
vrigednosti relativne greske tog broja.

A A,

| %]

IA

T

1.3. Osobine relativne greske. Ako zadrzimo veé ranije koris-

tene oznake 9., dp, - - - gornje granice apsolutnih vrijednosti relativnih
gresaka tocnih brojeva a, b, - - - umjesto kojih ra¢cunamo s njima pridru-
zenim pribliznim brojevima a*, b*, - - -, vrijede sljede¢e osobine:

1. Oqp = 0q + Op.

2. Neka je a > 0 poznata konstanta, nezavisna od a. Tada je

5(10‘ = |Oé|(5a.
3. 5a/b = 50, + 5b;
|a”|0a [6[0

4. dgup = :
e 200 Jar £ b

Osobine 1., 2. i 3. su od velike koristi kada se procjenjuje apsolutna

greska A nekog numerickog izraza koji sadrzi mnozenje, dijeljenje i/ili

potenciranje. Primjetimo da operator ¢ relativne greske djeluje na

produkt kao logaritam (loga - b = loga + logb).

Napokon, osobina 4. postaje problematic¢na, nestabilna kada je rijec
o razlici, a izrazi a, b su bliski po vrijednosti. Stoga mozemo zakljuciti
da je za gresku zbroja i razlike zaduzena je apsolutna, a za
greSku produkta, kvocijenta i potencije relativna greska. To
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mozemo sazeti u sljedece dvije vrlo korisne formule:
Agytarttar = Doy + Aoy + -+ A,
Aaitlag:lma;tl =g, + Oay + -+ + 0a,.
Na kraju, primjera radi, izvedimo osobinu 3:
5a/b = 04p-1 = 0g + 0p-1 = 04 + ’ — 1’(51) = 04 + 0p,

Sto je i trebalo dokazati. Usput smo koristili osobine 1. i 2., i to u
drugoj i trec¢oj jednakosti respektivno.

1.4. Predstavljanje brojeva. Svaki realan broj  mozemo napi-
sati u obliku:

r=%(ag-10"+az- 10" 4+ - 10" F ey, 107 )

DEFINICIJA 18. Znamenka «; je zna¢ajna znamenka pribliznog
broja x* ako je:

a) a; # 0,
b) Ako je oy = 0 i ako se nalazi izmedu znamenaka razlicitih od
0,
¢) a; =0 1 ako ¢uva dekadsku jedinicu na éijem se mjestu nalazi.
DEFINICUIA 19. Znacajna znamenka oy, pribliznog broja x* je sig-
urna znamenka ako je

A, <w- 10" 0<w <1

a1, Qa, ..., Su stgurne u uZem smislu ako je w =
smislu ako je w = 1.

N[ —=

, a u Sitrem

1.5. Zaokruzivanje brojeva.

(1) Postepeno zaokruzivanje:

(a) Ako je znamenka koju odbacujemo manja od 5, onda zna-
menke koje ostaju ne mijenjaju se.

(b) Ako je znamenka koju odbacujemo veéa od 5, onda pos-
ljednju znamenku koju ostavljamo uve¢amo za 1.

(2) Direktno zaokruzivanje:

(a) Ako je prva od znamenaka koje odbacujemo 5, a ostale
iza nje nisu sve nule, onda posljednju zadrzanu znamenku
uvecamo za 1.

(b) Ako je prva od znamenaka koje odbacujemo 5, a ostale iza
nje su sve nule, onda ako je posljednja zadrzana znamenka
parna, ne mijenjamo ju, a ako je posljednja zadrzana zna-
menka neparna, uveé¢amo ju za 1.
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1.6. Greske izracunavanja vrijednosti funkcije.

1.6.1. Funkcije jedne varijable. Neka je y = f(x) zadana funkcija,
A, apsolutna greska argumenta, koji zaokruzujemo na r =~ x*. Pret-
postavimo da je funkcija derivabilna u nekoj okolini x*, koja sadrzi i x.
Lako nalazimo apsolutnu gresku argumenta A, za koju procjenjujemo
gresku funkcije:

Ay =[f(@) = f(a7)].

Budué¢i da je f derivabilna u okolini z*, primjenjujemo teorem La-
grangea o diferencijalnoj srednjoj vrijednosti:

Ay = [f(€) (@ — 2| = [f(2")

Opet balansiramo s gornjim granicama apsolutnih gresaka tako, da =
postane egzaktno =. Zakljucujemo da je

A, .

A, = |f’(m*) A, . (54)
Ako sada promotrimo relativnu gresku funkcije, lako vidimo da je
A |/ (@)]
0y = b = Ay = |[In f(29)]| AL (55)
v =Tl i) T e

1.6.2. Apsolutne i relativne greske funkcija. Primjenjujuéi formule
(54) i (55) na neke elementarne funkcije mozemo dobiti niz korisnih i
zanimljivih osobina. tako vrijede sljedeé¢e formule:

1. Axa = ‘Oé‘éx,
2. Aex = 51,
Oz
3. Alnm =T
| In z*|
4 sin x,cos x,arctan x,arccotx S Az;
5

. Atangv,cotm Z Am

Narocito je zanimljiva osobina 2. Preko nje mozemo definirati i ekspo-
nencijalnu funkciju, kao onu funkciju ¢ija je apsolutna greska jednaka
relativnoj gresci argumenta. Drugim rije¢ima moze se pokazati da je
jedno od rjesenja funkcionalne jednadzbe

Af =0, r€R
funkcija f(x) = €”.

1.6.3. Inverzna zadaca izracunavanja vrijednosti funkcije. Pretpos-
tavimo da je f € C1, tj. da je f diferencijabilna u intervalu koji sadrzi
x,z* i neka tocka (x*, f(:z:*)) nije tocka ekstrema. Tada obrat formule
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(54) postaje
A
A, = L (56)
|/ ()]
Dakle, ako imamo zadanu gresku funkcije, preko (56) nalazimo potreb-
nu toc¢nost izracunavanja, mjerenja, odredivanja vrijednosti argumenta.

1.7. Izracunavanje vrijednosti funkcije vise varijabli. Pro-
matramo realnu funkciju vise realnih varijabli f: R" — R, tj. y =

f(x), x = (z1, - ,x,), koja je derivabilna barem jednom po svakom
svom argumentu z;. Totalni diferencijal
0 0
dy: del_i_..._i_mdxn
81'1 8xn
1 prirast

A, = |f@) — fa)
funkcije y = f(x) u nekoj pribliznoj tocki ¢ ~ x* = (27, - ,x}) su
usko povezani. Nasa je zadaca ocijeniti apsolutno gresku funkcije f - sto
je modul prirasta A, koja nastaje prilikom zamjene z} — x;,j = 1,n
u aproksimaciji f(x) ~ f(x*).

Neka je y = f(x) zadana funkcija, derivabilna u okolini tocaka
x,x*, po svakoj varijabli z;, j = 1,n, i neka su A,,,...,A,, apsolutne
greske argumenata. Tada je gornja granica apsolutne greske vrijednost
funkcije

M= Z ‘af(w*) A, (57)

81']‘

dok je gornja granica apsolutne vrijednosti relativne greske vrijednost

funkcije

Oln f(x*)
an

j=1

1.8. Odredivanje gresaka argumenata na temelju zadane
greske funkcije.

1.8.1. Metoda proporcionalnih utjecaja. Promotrimo volumen
V(r, H) = r’*rH valjka visine H, polumjera osnovice r takvog, da je
r < H, tj. da je polumjer mnogo manji od visine - hrvatski: fizicki
model je dugacak stap. Promjena visine, zatim polumjera za isto A > 0
donosi promjene volumena

V(ir+AH)—=V(r,H+A)=2ArrH > 0,
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iz ¢ega slijedi da ma kako malo bilo A, velika duzina stapa H = H; /A
¢e ga "pojesti”’, prema tome jednaki utjecaji razlicitih parametera na
vrijednost funkcije ne smiju se uzeti u obzir bez ozbiljnih sumnji u
tocan krajnji ishod rac¢unanja. (S druge strane jednu jednadzbu (57)
moramo rijesiti po n > 1 nepoznanica, sto se jednoznacno nemoguce
uraditi)!

Stoga u matematickom modelu izracunavanja vrijednosti funkcije
y = f(x*) koji zadovoljava uvjete relacije (57) uz zadani nivo apsolutne
greske funkcije A, pretpostavljamo medjuutjecaje varijabli:

Of () L |9 (=) I 1
‘ 3$1 Axl ' . ‘ axn Al’n =k - : km k] >0,5=1n
(58)

tada je
A, = ’“JA . j=Tn (59)

y
axz::

Zaista, transformiramo uvjete proporcija (58) u produzenu jednakost

of@)| A [0fG@)| A
aZL‘l kq 6$n kn ’
odakle je
Of (=) _
‘ 9 | Do = bt (60)

za svaku varijablu. Zamjenjujemo potonje parcijalne derivacije u (57)
i dobivenu jednazbu rijesimo po t:

Ay
2 ki
7j=1

t =

sto zajedno s (60) rezultira tvrdnjom (59).
1.8.2. Metoda jednakih utjecaja. Ako su za funkciju vise varijabli
svi utjecaji argumenata, barem priblizno, jednaki, tj. ‘af ‘ Ay, =1

tada iz (59) neposredno slijedi

W j=1n. (61)

n
3xj

A, =
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1.9. Zadaci.

ZADATAK 1.1. Zaokruzi sljedece brojeve na tri znacajne znamenke
1 odredi apsolutnu i relativnu gresku dobivenih pribliznih brojeva:

2.1514
0.16152
0.01204
1.225
—0.0015281
—392.85
0.1545

a
b
¢
d
e
f
g
h) 0.003922

* =215 A, =0.14-10"2, §, = 0.65-1073

7t =0.162, A, =048-10"3, 4, =0.3-102

7 =0.0120, A,=04-10"% §,=0.33-10"2

7t =123, A,=05-10"2 5, =0.41-10"2

z* = —0.00153, A, =0.19-1073, §, =0.12-1072
7 =-393, A,=0.15 J,=0.38 1073

¥ =0.155, A, =05-10"3, §, =0.32-102

z* =0.00392, A,=02-10"5 6§, =051-10"3
Tt =626, A,=045 6, =072-10"3

D) a*=945 A, =025-10"1, 4, =0.26-10"3

ZADATAK 1.2. Odredi broj znacagnih znamenaka u broju x za zadani
A,

) = 0.3941, A, = 0.25 - 102
) x=0.1132, A, =0.1-1073
) = 238.2543, A, = 0.27- 102
) =293.481, A, = 0.1

)z =2.325, A, =0.1-10""

) = 14.00231, A, = 0.1-1073
)z =0.0842, A, = 0.15 - 102
) & =0.00381, A, =0.1-10*
)
)
)
)
)



1. RACUN GRESAKA 63

[oN

= )
SN N N e e N
= DN = Ot W
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ZADATAK 1.3. Zbroji zadane priblizne brojeve i odredi apsolutnu 1
relativnu pogresku sume:

a) 0.145 4 321 + 78,2 (sve znamenke su znacajne)

b) 0.301 + 193.1 + 11.58 (sve znamenke su znacajne)

c) 398.5 — 72.28 + 0.34567 (sve znamenke su znacajne)

d) z1 4+ x9 — 23, gdje suxy = 197.6,A,, = 0.2, xo = 23.44, A, =
0.22, x5 = 201.55, A, = 0.17

a)
0.145+4+ 321 +78.2=0.1+ 321 + 78.2
= 399
Greske pribrojnika su:
Ay =0.045, Ay, =0.5, Az=0.05,
greSka koja nastaje zaokruzivanjem zbroja na kraju je
A, =0.3.
Dakle, ukupna apsolutna greska zbrajanja je:
A=A +Ar+A3+A, =009.
Relativnu gresku racunamo po formuli i dobivamo:
A 0.9
=399 — 390 — 0.0023.
b) 205.0, A =0.07, §=0.00034

¢) 326.6, A =009, &=0.00028
d) 19.5, A =06, §=0.03

ZADATAK 1.4. Izvrsi sljedece racunske operacije i odredi apsolutnu
i relativnu pogresku rezultata (sve znamenke su znacajne):

a) 3.49 - 8.6
b) 482.56 - 7256 - 0.0052
¢) 0.144 : 1.2
d) 7.3 : 4491



64

3. NUMERICKA MATEMATIKA

3.49 - 8.6 = 30.014 = 30.0
Apsolutne greske faktora su

Ay =0.005, Ay =0.05,

pa pripadne relativne greske izracunamo po formuli:

0.005 0.05
61 = ——=2 —0.0014, 6y = —— = 0.0058.
17 349 2786

Dakle, relativna greska produkta je:
0 =01 + 02 = 0.0072,
a apsolutnu gresku dobijemo po formuli:
A=30-9=0.2.

b) 18 -10%, §=0.28, A =0.18-103
) 0.12, §=0.046, A=0.55-10"2
d) 0.0016, & =0.007, A =0.11-10"*

ZADATAK 1.5. Izracunaj vrijednosti sljedecih funkcija i odredi ap-

solutnu i relativnu pogresku funkcijske vrijednosti:

a) y=a3sinx za v = V2, uzimajuéi /2 ~ 1.414
b) y=e*cosx za x = V3, uzimajuéi /3 ~ 1.732
¢) u = In(z; + 23), z; = 0.97, 25 = 1.132 (sve znamenke su

znacagne)

d) u = 29 + 2123 + Tox3, T3 = 2.104, 5 = 1.935, x5 = 0.845

(sve znamenke su znacajne)

a) Kako je v/2 ~ 1.414, apsolutna greska varijable je A,

0.0005. Gresku funkcije ra¢unamo po formuli:
A, = |f'(z)|A, = |32° sinz + 2° cos 2| A, = 0.0015.
Kako je
y = 1.414%sin(1.414) ~ 0.07
relativna greska je:
~0.0015

= —— =0.02.
Y007

b) y =0.1046, A, =0.37-10"3, 4, =0.36-10"°
¢) Kako su sve znamenke varijabli znacajne, apsolutne greske
varijabli su A,, = 0.005, A,, = 0.0005. Gresku funkcije

racunamo po formuli:
ou(x*)
8:151

ou(x*)
8952

A, = Ag, + A,, =0.27-1072




2. INTERPOLACIJA 65

Kako je
u=1n(0.97 +1.132) ~ 0.81

relativna greska funkcije je

A
0, = — =10.33-1072.

u
d) u=748 A,=049-10"2 4§, =0.64-10"3

ZADATAK 1.6. Nadi dopustive apsolutne greske argumenata za funk-
cije pod c¢) i d) u prethodnom zadatku uz koje se moze izracunati vri-
jednost funkcije sa cetiri znacajne znamenke.

2. Interpolacija

Na segmentu [a, b] zadano je n + 1 tocaka xg,z1,- -+ ,x, (Evorovi
interpolacije), kao i vrijednosti neke neprekidne funkcije y = f(z) €
Cla, b] u tim tockama:

Yo = f(:]:O)a Y1 = f(a:l)a yYn = f(wn)

Takvo odredivanje funkcije uglavnom zovemo tabelarno, dok je skup
U ={(zj,y;): y; = f(x;), 7 = 0,n} uzorak funkcije f.

Nasa je zadaca procjena vrijednosti funkcije f(7), kada je T # z;
iskljué€ivo na osnovu poznatih vrijednosti U. To postizemo nalazenjem
pomocne funkcije F', tzv. (funkcije interpolacije) koja pripada nekoj
odredenoj klasi funkcija, tako da vrijedi interpolacijsko svojstvo

F(xo) = yo, 1) =y, -+, F(n) = yn. (62)

Dobivenu interpolacionu formulu y = F'(x) koristimo za izracunavanje
vrijednosti funkcije f u tocki T tako da je rjeSenje zadatka zapravo
aproksimacija

f(@) = F(T).
Ako F pripada skupu polinoma, dobivamo interpolacijske polinome
koji ¢e biti n—tog stupnja, buduc¢i #U =n + 1.

Ako je T € [zg,x,], radi se o interpolaciji, a ako je x van tog
segmenta o ekstrapolaciji, koja moze biti ekstrapolacija unazad,
kada je T < x( i ekstrapolacija unaprijed, u slucaju = > x,,.
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2.1. Lagrangeov interpolacioni polinom. Na segmentu [a, 0]
zadan je uzorak U = {(z;, f(z;)): j = 0,n}. Trazimo polinom maksi-
malno n—tog stupnja L, (z) koji ima interpolacijsko svojstvo

En(ﬂfz) = f(xz) =Y L= 0,_” (63)

Takav polinom je tzv. Lagrangeov interpolacijski polinom:

n

Lo(z) = Z I 11(2) -y, (64)

Jay (@ — )1l (2)

gdje je
() = (. —x0)( — 21) -+ - (T — 7).
Zaista, ako potrazimo L,(x) u obliku
L,(z)=ag(x—x1) - (x —x,)

+ai(x —xo)(x —x9) -+ - (x — )

—|—---+an($_$0)"'<x—$n,1), (65)
preko interpolacijskog svojstva (63) polinoma £, (x) lako nalazimo ne-
poznate koeficijente ag,ay,- - ,a, zamjenom x = z;, j = 0,n u obje
strane relacije (65). Lagano slijedi da je

;= En(xj)
) G )@ ) )
Yj

T (w—w0) (@ —z) (@ —ay) (T — @)

Zamijenimo nazad u (65) dobivene vrijednosti, odakle slijedi

(x—a1) - (x — ) (x —x9) - (x — xp_1)
xo—xl)---(xo—mn)y0+ +(:En—x0)---(:vn—:vn_1)

Ocigledne transformacije potonjeg izraza dovode do oblika (64) La-
grangeovog interpolacijskog polinoma.

L,(z) =

n -

Primjecujemo da ¢vorovi interpolacije ne moraju biti ekvidistantni
kod L, (z); ovaj polinom moze se koristiti u bilo kojoj oblasti unutar
ili izvan [z, x,] za procjenu vrijednosti funkcije aproksimacijom

f(@) =~ Ly(T).
Ocjena greske kod ovakvih aproksimacija funkcije f € C™*! Lagrange-

ovim interpolacionim polinomom je

max | f" ) (z))|
z€[a,b]

@l < =0

1 (7)] (66)
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2.2. Racun konaé¢nih razlika. Ako je zadana funkcija y = f(x)
i Az = h prirast nezavisne varijable kojeg zovemo korak, onda za
razliku prvog reda Ay uzimamo

Any = f(x+h) = f(2).

Razlika drugog reda A2y definira se kao razlika prvog reda od razlike
prvog reda, tj.

Ajy = Ap(Apy) = Apf(z+h)—Apf(z) = f(x+2h)—2f(x+h)+ f(z).

Razlika n-tog reda definira se rekurzivno sa

Aty = AR(A} 1Y) = Z(—l)j (?)f(a: + (n — j)h) n=23: -

Po konvenciji uzimamo da je kona¢na razlika nultoga reda sama funkcija
u tocki promatranja:

Ay =y(z).

Za izracunavanje konacnih razlika koriste se tablice konac¢nih ra-
zlika. Postoje dvije vrste tablica: horizontalna i dijagonalna, koje
sadrze identicne podatke, samo je njihov nacin prikazivanja razlicit.
U njima su prikazane konacne razlike koje su sada racunate ovisno o
mjestu podatka u uredenom uzorku U. Naime, neophodno indeksiranje
predstavljamo sada u obliku

Afyp = ANy — Ay, ki 0+1=0,n. (67)

2.2.1. Horizontalna tablica razlika.

v |y | Ay | A%y | A%y | Aly | A%y
2o | yo | Ayo | A%yo | Ayo | Alyo | Ao
Ty |y | Ayr | A%y | Alyy | Aty :
Ty | Yo | Aya | Ays | Aly, :

x3 | ys | Ays | A?y;
Tyq | Ysa A?J4 :

Ts | Ys
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2.2.2. Dijagonalna tablica razlika.

x|y | Ay | A%y | A%y | Aty
Zo | Yo
Ayo
I | % A2?/1
Ay, A?’yo
T2 | Y2 A2y1 AA‘?JO
Ay, A3y1
T3 | Ys A%y,
Ays
Ty | Y4

2.3. Newtonovi interpolacioni polinomi. U uzorku
U = {(z;,y;): j = 1,n} zadajemo tzv. ekvidistantne cvorove tj. udal-
jenost izmedu ¢vorova interpolacije je konstantna. Neka je

:UZ-:xj,l—i-h:---:iUO‘Fj'h ]:1’_”

2.3.1. Prui Newtonov interpolacijski polinom. Potrazimo interpola-
cijski polinom u obliku

NWD(z) = ag + a1 (z — 20) + az(x — xo)(z — 1)
+ - Fan(r—x0) - (2 — xp1) (68)
Nepoznate koeficijente odredujemo iz interpolacijskog svojstva

N’rgl)(l'j) =vy;,7 = 0,n. Zamjenom x = z;,j = 0,n u obje strane (68)
direktno nalazimo:

_ _ =% _ Ay
ao = Yo, ay = — .
1 — X h
Nekon kraceg racunanja dobivamo i da je
y2— 2+ Ay

@2 = ($2—$0)<I'2—I'1) N 1'2h2’

odakle preko induktivne pretpostavke zaklju¢ujemo:
_ Alyg
U=

j=0,n. (69)

Radi pojednostvaljenja uvodimo i oznaku

_$—I0
q_ h °
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Bududéi da nam trebaju izrazi oblika (z — x;)/h izrazeni u funkciji od
q, bit ce :

T — Ty r — T XTj — Xo . .
h h h q .] j 7n Y

skupljajuéi sve potrebne izraze u (68) napokon je

q(q—1) qlg—1)---(¢g—n+1)
2! n!

Nél)(x) = Yo+qAyo+ APyt -+

Anyo .

(70)
Ve¢ na prvi pogled vidimo da je nac¢inom formiranja N,gl)(x) predo-
dreden za procjenjivanje vrijednosti funkcije za x = T u okolini z;
naravno, mozemo primijenjivati prvi Newtonov interpolacijski polinom
i za vrijednosti oko z,,, samo tada ¢e greska interpolacije svakako po-
rasti.

Greska interpolacije kod prvog Newtonovog interpolacionog poli-
noma, u slucaju poznavanja analitickog izraza f € C"™(V), [xg, z,] C
V je

— — 1) /= n+1 n+1 [g(@—1)---(g—n)|
[Ra()| = 1£(2) = N (@)] < 7 a0 ) CE
1

gdje je
T — Zo
h
Inace, dodavanjem jos jednog ¢vora x, 1 uzorku U greska interpolacije
procjenjuje se s

6:

Ao a(g— 1) (- )|

[ Fn()] < (¥ 1)

(72)

2.3.2. Drugi Newtonov interpolacioni polinom. Potrazimo sada in-
terpolacijski polinom pocev od ¢vora z,, retrogradno u obliku
NP (x) = by + by (z — ) + bo(x — 2) (2 — Tp_1)
+ot bz —x) - (r— ). (73)
Nepoznate koeficijente b; odredujemo iz interpolacijskog svojstva

Nf)(xj) = vy;,j = 0,n. Zamjenom x = ,,& = Tp_1, "+ ,& = Tg U
obje strane (73) dobivamo

Yn — Yn—1 _ Ayn—l
Ty — Tpoq h

bo = Yn, b1 =
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Nastavljajuéi postupak slijedi

bj:

U ovom slucaju je

Sto nam daje zakljucak o vrijednosti

T—T; T—T, Tp—X

h h h

L=q+n—j j=Ln. (75

Vra¢amo sve vrijednosti b; zajedno s izracunatim transformiranim pri-
rastima (75) u pretpostavljeni oblik drugog Newtonog interpolacijskog

polinoma A} (z) dobivamo

+1
N1§2) (.T) = Un + qun—l + %Azyn—Q
1).-- —1
popdlat D n$q+n )A”yo (76)
gdje je
r — Tp

q= (77)

h

Vez zbog nacina izvodenja nam je jasno da ovaj polinom koristimo
za kraj interpolacijskog intervala, za procjenu vrijednosti funkcija u
okolini ¢vora z,,.

Neka je f € C"™Y (W), [xo,x,] € W. Tada je greska kod drugog
Newtonovog interpolacionog polinoma

a+1)---(@+n)

Ra(@)] = |£(@) ~ NO@)] < 1 max |70 () L

[a,b] (n+1)! ’
(78)
dok ako u uzorku/tabilci dodamo i ¢vor x,4; tada je
o Ay (@ +1) - (@ + )
[Ra(7)] < T ; (79)
u obje zadnje formule je
T — Tp

1=
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2.4. Gaussovi interpolacioni polinomi. U Newtonovim formu-
lama koriste se samo vrijednosti koje se nalaze na jednoj strani izabrane
pocetne vrijednosti. Sada neka je zadano (2n + 1) évorova:

Tnyev oy X1, L0 L1y - -« 5 T
gdje je
Az; = h = const

f(@:) = y;.
Gaussovi interpolacioni polinomi koriste se za sredinu tablice razlika.
2.4.1. Prvi Gaussov interpolacioni polinom. Oznacimo
r — 2o

= >0
4 h

i polinom je:

(1 _ (q — 1)A2y71 N (q+1)q(q — 1)A3

q
on =Yo + qAYy + o1 3] Y1+
(g+n—1)---(g—n+1) 4,4
A1y
i (2n — 1) Yoni1
+n—1)---(q—
+(q n—1)---(q n)A2ny_n

(2n)!

2.4.2. Drugi Gaussov interpolacioni polinom. Sada je

r — X9

= <0
T
i polinom je:
+1 +1)g(g—1
gé? =Yo + qu—l + %A%y—l + (q );j'(q )Agy_z + ...
(g+n—1)---(¢g—n+1) 5, 1
A n Y
" 2n —1)! Yont
+n)---(g—n+1
L latn)-(g J Ay,

(2n)!
Greska je kod oba polinoma
h2n+1 max |f(n+1)<l')‘

| Ron(7)] < b

< 2n T D a(@ — 1)@ —2%) - (T —n?)|.

Ovdje je
T — Zo

h Y

Q:
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dok je T onaj argument u kojem procjenjujemo nepoznatu vrijednost
funkcije.

Inace, kod Gaussovih interpolacijskih polinoma mozemo imati i
paran broj ulaznih ¢vorova u uzorku U, a nije niti jednozna¢no odredeno
gdje se nalazi sredisnji ¢vor zy. Stoga korisnik sam definira sredisnju
vrijednost xg, tako da uvijek moze, po afinitetima, koristiti ili prvi ili
drugi Gaussov interpolacijski polinom. Naravno, izbacivanjem ”nesi-
metri¢nih évorova” iz U uvijek mozemo na ustrb tocnosti procjene f(7)
konstruirati poduzorak s neparnim brojem simetricno rasporedenih
cvorova.

U slu¢aju parnog broja ¢vorova koristimo onaj dio formule za gresku
koji smo koristili prigodom ra¢unanja s GV, G®.

2.5. Inverzna interpolacija. Neka je funkcija y = f(z), koja je
monotona, zadana tablicno uzorkom U. Zadatak inverzne interpolacije
je odrediti vrijednost argumenta T ako je zadana vrijednost funkcije 7.
Pretpostavimo da je posmatrani uzorak monoton po ordinatama i tako
lagano lociramo mjesto gdje se nalazi u tablici 7; mjesto pripadnog
T medu ekvidistantnim ¢vorovima odreduje koji od interpolacijskih
polinoma N N @ G GA koristimo.

Postupak inverzne interpolacije je sljedec¢i. Pretpostavimo da nam
je adekvatan prvi Newtonov interpolacioni polinom (za ostale interpo-
lacione polinome postupak dobivanja iterativne formule ide analogno):

_ A2y A"y,
7= NO() = gortaBgot = g(g— 1)+ + = Lg(g=1) - (g-nt1).
[zrazimo ¢ iz pribrojnika linearnog po ¢:
A A"y,
— — —]_ —_— s — —]_ P — 1 = .
1= Ry 2ay YT TR 1Y g ) = (o)

(80)
Sto je iterativna funkcija. Za pocetnu iteraciju gy uzimamo pribrojnik
slobodan od q
Y—Y%
Ay
a svaku sljede¢u iteraciju racunamo po uobicajenoj iterativnoj proce-
duri

Qo = (81)

n+1 = @(QH)-
Nakon m iteracija dobijemo da je
o r — To
dm =4~

h Y
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odnosno

Osnovno praktiéno pitanje u takvim primjenama je "kada stati s ra-
¢unanjem”. Stoga napominjemo da je iterativnu proceduru uputno
ponavljati do poklapanja odredenog broja decimala kod uzastopnih
iteracija, a taj broj je nuzno bar za dva veci od broja decimala zadanih
¢vorova u U.

Ako je U zadan preko neekvidistantnih ¢vorova, koristimo Lagran-
geov interpolacijski polinom i to tako, da izvr§imo zamjenu x <> y u
(64):

— - 11,1 (7) - Yj
JZO @ — y) L (y5)

odnosno u razvijenom obliku

T —y)- T —vn) e Tmw) Ty
o) o) ) (=) Y

Napominjemo da se mozemo nadati jednozna¢nom rjeSenju u inverznoj
interpolaciji iskljucivo u sluc¢aju uzorka U monotonog po ordinatama.

T =

2.6. Zadaci.

ZADATAK 2.1. Naci Lagrangeov interpolacioni polinom tabelarno
zadane funkcije y = f(x).

Ocijeniti f'(1) pomocéu Lagrangeovog interpolacionog polinoma.

Kako u tablici imamo 3 ¢vora (n = 2), Lagrangeov interpolacioni
polinom glasi:

o) = (x — 1) (x — 29) (x — z0)(x — 22) (x — zo)(x — 27)
bole) = (fco—xl)(%—f@) (371—5'70)(951—5'72)y1 (xz—xo)($2—f€1)y2
L @-0@=2 , @th@-2) , (@+he-0)

(=1 -0)(—1-2) (0+1)(0—2) (24+1)(2-0)

:—él’2—|—gl‘+3.

Zelimo procijeniti vrijednost koeficijenta smjera tangente f(1). Buduéi
da procjenu radimo pomoéu f'(7) ~ L (Z), deriviramo interpolacioni
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polinom i uvrstimo zadanu tocku.

—2 5
-2 5 1

L5(1) = == -.
ZADATAK 2.2. Naci Lagrangeov interpolacioni polinom uzorka fun-
keije y = f(x)

Ocijeniti f(—2m).

ZADATAK 2.3. Zadana je tablica:

log 1 = 0.000
log2 = 0.301
log 3 = 0.477
log4 = 0.602
log 5 = 0.699

Izracunajte brojeve log 1.7, log 2.5, log 3.1, log 4.6.

Formirajmo tablicu konac¢nih razlika:

rly=logz| Ay | A% | Ay | Aty
1 0.000 |0.301 | —0.125 | 0.074 | —0.051
2| 0301 |0.176 | —0.051 | 0.023

31 0477 ]0.125 | —0.028

4| 0.602 |0.097

5| 0.699

Kako se x = 1.7 nalazi na pocetku tablice konacnih razlika, za racunanje
koristimo prvi Newtonov interpolacioni polinom. Pripadni ¢ je

r—1x9 17-1

q= . 7 0.7,

a polinom glasi:

qlg —1
( 2' )A2y0+

q@—f%m—%A%m+ﬂq—Dwiﬂﬂq—@A4

NI (@) = yo + qAyo +

+

Yo-
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Dakle,

0.7(0.7 — 1
NY(1.7) = 0.000 + 0.7 - 0.301 + 0.7(0.7 -1

2!
+07m7_£m7_2N0m®+

+07®7—1M%?‘”m7_3%—0%m

= 0.2107 4 0.013125 4 0.003367 + 0.001334287
= 0.228.

Za xr = 4.6 sa kraja tablice koristimo drugi Newtonov interpolacioni
polinom. Sada je g oblika:

r—x, 46-5

(—0.125)

= ~0.4
q z : :
a polinom je oblika:
+1 +1)(g+2
mew:yy+ﬂwy+dg')A@T+%q ;ﬁ bﬁw+
+1)(g+2)(q+3
Ll )(Q4l 443 a1y,
—0.4(—0.4+1
NP (4.6) = 0.699 + (—0.4) - 0.097 + ( o i >(—{1028)+
—0.4(—0.4 + 1)(—0.4+2
+ ( ZR( +’%0m&+
—0.4(—0.4 + 1)(—=0.4+2)(—0.4+3
+ (Z04+ x4,'%)< i %—0%@
= 0.699 — 0.0388 + 0.00336 — 0.001472 + 0.0021216

= 0.664.
Za x = 2.5,3.1, koji su na sredini tablice razlika, koristit ¢emo Gaussove
interpolacione polinome. Koji ¢emo od njih koristiti ovisit ¢e o q.
Preindeksiramo tablicu razlika:

nlaxly=logz| Ay | A%y | Ay | Aty
—211 0.000 |0.301 | —0.125(0.074 | —0.051
—11]2 0.301 0.176 | —0.051 | 0.023

03] 0477 |0.125| —0.028

1141 0.602 |0.097

215 0.699

Za x = 2.5 jeq
_ 95 _
g tT% 2573 45
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pa koristimo 2. Gaussov interpolacioni polinom koji glasi:

1 —1 1
G (x) = yo + Ay + —Q(q; )AQy_l v );(q ki )A3y_2+
-1 1 2
L g )C.I(QJ )(g + )A4y_2;
—0.5(—0.5+ 1
G\ (2.5) = 0477 + (—0.5) - 0.176 + ( o il )(—0.051)+
—0.5 —1)(—0.5)(=0.5+ 1
+ ) ; V05D 6 g7y
—0.5 — 1)(=0.5)(=0.5 + 1)(—0.5 + 2
L (205 - 1)( 05)<4'05+ J05+2) oy
= 0.477 — 0.088 + 0.006375 + 0.004625 + 0.001195312
= 0.401.
Zaxr=3.1q]je
r—x9 3.1-3
q . 1 0.1>0
pa koristimo 1. Gaussov interpolacioni polinom:
—1 —1)glg+1
G5 (z) = yo + gy + —Q(qz, Iy, 4 )g,(q )%y 1+
—2)(g—Dglg+1
n (¢ —2)(¢ - )a(q )A4y_2;
0.1(0.1—1
2(2.5) = 0.47740.1-0.125 + %(—0.051)+
0.1 —1)0.1(0.1 + 1
4 )3, (01+ )(0.023)+
0.1 —2)(0.1 —1)0.1(0.1 + 1
4 I 0 J0-1{0.1 + )(—0.051)
= 0.477 + 0.0125 4 0.00295 — 0.0003795 — 0.000399712

= 0.491.

ZADATAK 2.4. Izracunagte f(1.23) ako je funkcija f zadana tabli-
cno:

x| 1.00 | 1.05 [ 110 | 115 | 1.20 | 1.25 | 1.30 | 1.35
y | 2:0000 | 2.1576 | 2.3310 | 2.5203 | 2.7280 | 2.9531 | 3.1970 | 3.4604

Rjesenge: f(1.23) = 2.86084.
ZADATAK 2.5. Nadite log 1044 ako je zadano:
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z| 1000 | 1010 | 1020 | 1030 | 1040 | 1050
y | 3.0000000 | 3.0043214 | 3.0086002 | 3.0128372 | 3.0170333 | 3.0211893

Rjesenje: log 1044 = 3.0187005.

ZADATAK 2.6. Dana je tablica funkcije sinus od 15° do 55°. TraZe
se vrijednosti sin 14° 4 sin 56° na osnovu zadanog uzorka U.

2| 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50 | 55

Yy \ 0.2588 \ 0.3420 \ 0.4226 \ 0.5000 \ 0.5736 \ 0.6428 \ 0.7071 \ 0.7660 \ 0.8192
Rjesenje: sin 14° = 0.2416, sin 56° = 0.8291.
ZADATAK 2.7. Dana je tablica Laplaceove funkcije
2 R
() = — et dt.
@ ==
| 14 | 15 | 1.6 | L7 | 18 | 19 | 20
y | 0.9523 ] 0.9661 | 0.9763 | 0.9838 | 0.9891 | 0.9928 | 0.9953
Izracunagte ©(1.43).

Rjesenje: ®(1.43) = 0.95609.

3. Numericko rjeSavanje jednadzbi

Neka je zadana jednadzba f(x) = 0, gdje je funkcija definirana i
neprekidna na nekom (kona¢nom) segmentu [a, b]. U situacijama kada
ne mozemo analiticki rijesiti zadanu jednadzbu koristimo se jednom od
metoda za numericko (priblizno) rjesavanje jednadzbi.

3.1. Metoda polovljenja. Neka je f € Cla,b], —00 < a < b <
oo i neka je

fla)- f(b) <0.

Bolzanov teorem garantira egzistenciju nekog ¢ € (a,b) da je f(c) =0

1 Ako je
a+b

LCuveni Bolzanov teorem moze se poopéiti i ovako: Ako je funkcija neprekidna
na intervalu [a,b], tada postoji ¢ € [a,b] uzima svaku vrijednost V' iz kodomene
barem jedanput, tj. f(c)=V.
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odmah dobijemo da je ¢ = “T*b trazeno rjesenje. No, ako je

a+b
0
1(*57) #
bira se onaj od segmenata

a+b a+b
a? Y Y b
2 2
u ¢ijim krajevima funkcija f ima suprotan predznak. Taj interval neka

je a1, b1]. Ponavljanjem postupka dobiva se niz segmenata

[a1,b1], ..., [an, byl - -

sa svojstvom da je

flan) - f(b,) <0,

an + b,
G

Greska metode € > 0 nakon n polovljenja mora biti
b—a
on

Sto je istovremeno i kriterij izlaska iz iteracijske petlje polovljenja.

€<

3.2. Metoda sekante. Promatramo funkciju y = f(z) na inter-
valu z € [a, b] takvom da je f(a)- f(b) < 0. Na tom intervalu trazimo
njenu nultocku, tj. rjesavamo jednadzbu f(x) = 0. Teorem Bolzana
garantira egzistenciju takve tocke z = c.

Imamo dva slucaja, u ovisnosti u kojem rubu je funkcijska vrijednost
veca od nule. U oba slucaja pretpostavljamo da je ispunjeno

f€C?a,b], f(a)-f(b)<0 i f', f’su konstantnog znaka na [a, b).

U oba slucaja povlacimo sekantu funkcije kroz tocke f(a)i f(b). Sjeciste
sekante sa 0x—osi z1 je prva aproksimacija korjena jednadzbe. Ako je
f(zq1) = 0, nasli smo rjesenje. Ako je f(z1) # 0, postupak nastavimo
spajajuci sekantom f(z1) sa f(a) (slika 1), odnosno sa f(b).

Ako je f(a) > 0, tada korijen jednadzbe f(x) = 0 ra¢unamo po
rekurzivnoj formuli:
f(xn)(z, — a)

I )~ F@) -
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a za pocetnu aproksimaciju uzimamo xo = b. Odista, jednadzba pravca
kroz dvije zadane tocke A(a, f(a)), B(b, f()) je

y—fla) _z-a
)~ f@) ~b-a’

sto za y = 0 daje

L, f@-a
f@) = fla)
Zamjenom A, (z,, f(z,)) — B(b, f(b)) dobivamo
B N 11 [t
T - @) T ) = )

sto je ekvivalnetno (84).

(af@)

SLIKA 1. f(a) >0

Kada je f(a) < 0 (slika 2), tada korijen jednadzbe f(z) = 0 nalaz-
imo iterativno po rekurzivnoj formuli:
f(@n)(b— )
Tyl = Tp — (85
TR — fw) )
dok je pocetna aproksimacija xg = a.

U oba slucaja greska je:

|/ ()]

|2 — ] < — =07 (86)

min | f'(x)|

[a,b]

Sumirajuci ove izvode nalazimo da vrijedi rezultat.
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(b,f(b))

a x1

b
(af(@) fxD

SLIKA 2. f(a) <0

TEOREM 8. Neka je f € C?a,b], f(a)- f(b) < 0; f', f" su kon-
stantnog znaka na |a,b]. Tada je

lim z, = ¢, (87)

n—oo
i ¢ je jedinstveno rjesenje jednadzbe f(x) = 0. Niz (x,) je rekurzivno
definiran preko

f(xn)(zn — a)

Tn — 7~ 77~ f((l) >0
Topl = f(zy) —_f(a) (88)
o f(@n)(b — ) f(a) <0
tf0) = fza)
Dokaz. Prvo dokazujemo konvergenciju niza xq, o, - , Ty, -
Neka je f(a) >0, f' <0, f” > 0 (Slika 1). Iz
_ f(@n) (@ — a) :__'+ <0

Tn+1 — Tn -
f('rn) - f(CL) -
vidimo da je niz (x,) strogo monotono padajuéi. Niz je ogranic¢en
odozgo s z,, > ¢, $to je posljedica monotonosti (f’ < 0) i konveksnosti
(f" > 0). Bududi da svaki monotoni, ograniceni niz konvergira, postoji
lim z, =~ € [a,b].

n—oo
U drugom koraku dokazujemo da je v rjesenje jednadzbe f(x) =0. U
tom cilju neka n — oo u rekurzivnoj formuli (84). Zbog neprekidnosti
f, lim,, ., prolazi funkcijom i dobivamo da je

f(lim z,)(lim z, —a)
lim z,,; = lim z, noeo noee
n—oo

a7 (1) — f(a)

odnosno
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sto daje f(v) = 0. Dakle, v je rjesenje jednadzbe f(z) = 0.

Napokon preostaje da pokazemo kako je v = c¢. Ocito vrijedi na
osnovu teorema Lagrangea o diferencijalnoj srednjoj vrijednosti da je

0=f(y)—fle)=f(ny—c)

gdje je n izmedu v i ¢. No, kako je f'(n) # 0 na [a,b], ocigledno je
¢ = 7. Monotonost f(z) garantira jedinstvenost rjesenja jednadzbe

f(z) =0. O

3.3. Metoda tangente (Newtonova metoda). Pretpostavimo
da za funkciju f vrijedi f € C%[a,b], f(a)f(b) < 01 da su f’, f” kon-
stantnog znaka na [a, b]. Zada¢a nam je nadéi nultocku ¢ funkcije f(z)
unutar (a,b). Egzistenciju jedinstvene nultocke garantira Bolzanov teo-
rem, ako se primijeni na monotone funkcije - buduéi f’ je konstantnog
znaka na [a, b], monotonost je pretpostavljena.

Postavljamo tangentu na luk funkcije y = f(x) u onom kraju in-
tervala [a, b] za koji vrijedi f(zo) - f"(xo) > 0,20 € {a,b}. Jednadzba
tangente na funkciju u tocki Ty(zo, f(x0)) je

(t): y — f(zo) = f'(wo)(x — x0) .

Nalazimo sjeciste x; tangente (¢) s Oz—osi:

. f (o)
f'(zo)
Ako je f(z1) = 0, nasli smo korijen jednadzbe. Ako nije postavljamo

novu tangentu u tocki 73(zq, f(x1)) i ponovimo postupak. Nakon n
koraka dobivamo rekuzivnu formulu za aproksimaciju korijena:

n

TEOREM 9. Neka je f € C?[a,b], f(a)-f(b) < 0inekasu f', f" kon-
stantnog znaka na intervalu |a,b]. Definiramo niz (ZEn)NO rekurzivnom
formulom

Tr1 =

Fapr = 1 — % w0 e {ab}: fao)f'(z0) >0, (39)
Tada je
T}Lrgo T, =c, (90)

gdje je ¢ € (a,b) jedinstveno rjesenje jednadzbe f(x) =0, tj. f(c) =0.
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Dokaz. Neka je f(a) > 0, f/ < 0 i neka je f konvkesna funkcija,
tj. f” > 0. Prvo dokazujemo konvergenciju niza (z,). Iz (89)
f(@n) +
Tpp) = Tp = —5—5 =— - —>0
f(@n) -
vidimo da nix (z,) monotono raste a istovremeno je niz ogranicen
odozgo s c. Dakle, niz je kovenregentan i postoji

lim z, = .
n—oo

Sada dokazujemo da je v rjesenje jednadzbe f(x) = 0 dozvoljenim
grani¢nim prijelazom 2 kada n — oo:

f(lim x,)
lim z,.; = lim x, — — 2
n—o00 n—o00 f/( hm iL'n)
n—oo
sto daje
7:ﬁy_f(v)
')

Iz ove relacije slijedi da je f(vy) = 0, dakle, v zaista jeste rjesenje. Da
je rjeSenje jedinstveno, tj. da je v = ¢, dokazujemo na isti nacin kao
kod Teorema 8 u metodi sekante. O

SLIKA 3. f(a) <0

3.4. Metoda iteracije. Pretpostavimo da je f € Cla,b] i da je
f(a)- f(b) < 0. Na osnovu teorema Bolzana zagarantirano je barem
jedno rjesenje ¢ € (a,b) jednadzbe f(x) = 0. Zamijenimo je ekviva-
lentnom jednadzbom

x = (). (91)

2Kako je f € C'a,b] istovremeno je i f € Cla,b], a za neprekidne funkcije
grani¢na vrijednost ”prolazi” funkcijom.
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Funkciju ¢(x) zovemo iterativna funkcija. Uzimamo na sreéu nultu
aproksimaciju rjeSenja x( i zamijenimo je u desnu stranu pomoc¢ne jed-
nadzbe (91). Dobivamo
1 = (o) .
ponavljajuci ovaj postupak dolazimo do
To = QO(ZEl) )
sve dok ne odredimo tzv. iterativni niz brojeva
T = @(Tp_1) necN. (92)
Ako ovaj niz brojeva (x,) konvergira, ozna¢imo njenu graniénu vri-
jednost s lim,, . =, = 7, i iz neprekidnosti f i (92) zakljucujemo da
je
lim z, =7 = ¢( lim z,1) = ¢(7). (93)
n—oo n—oo
Stoga je v takoder rjesenje polazne jednadzbe, koje se preko numerickog
postupka (92) moze odrediti s zeljenoj to¢nosti.

Dovoljan uvjet za konvergenciju ove procedure daje sljedeci rezul-
tat.

TEOREM 10. Neka je f € C'a,b] i f(a)- f(b) < 0. Tada, ako
postoji q € (0,1) da je

W (2)<g<l  x€(ab) (94)
tada proces
Ty = p(Tn_1) neN. (95)
konvergira bez obzira na izbor pocetne vrijednosti xq € [a,b], i
c¢= lim z, (96)
n—oo

je jedinstveno rjesenje jednadzbe v = p(x).

DokAz. Na diferenciju
Tnp1 — Tn = (1) — @(Tn-1),
primijenimo Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti:
Tp+1 — Tp = @,(En)<xn - xn—l) 5

gdje je ili 7, € (xy_1,2,) i T, € (T, Tp_1) Ovisno o odnosu susjednih
¢lanova iterativnog niza. Uvjet (94) nam daje

(Zni1 = @n| < glan —2p | < @Plang —wno| <0 <@ o x| (97)
S druge je strane red

A:$O+($1—$0)+"'+($n+1—$n)+'”
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s n + 1-vim parcijalnim sumama S,,; = x, apsolutno konvergentan,
jer ga mozemo majorirati geometrijskim redom preko (97), tj. preko
nejednakosti trokuta dobivamo
|A| < |ZB0|—|—‘ZL‘1 _x0|+"'+|xn+l_$n‘+"'
n T — Zo
< ‘$0|+‘$1—$0|(1+q+”‘+q ) < |$0‘+%,
bududi da je po pretpostavci ¢ € (0,1). Na taj nacin je

lim S,y = lim x, =~ € (a,b).
n—oo n—oo

Kako je ¢(x) neprekidna funkcija (jer potjece od derivabilne funkcije f)
ponavljajuéi argument (93) dobivamo da je «y rjesenje, jer je v = (7).
Da je v = ¢ jedinstveno rjesenje zakljucujemo iz

v—e=0(y) =) =(y—c)¥'(n).
Kako je |¢'(n)] < 1, ova jednadzba ima smisla samo ako je v = c.
O

Greska metode je:

n

lc — x| < 1q |z — 0]

<

q
- q\xn — Tp_1] (98)
Iz (98) je vidljivo kako poveéanje broja iteracija n rezultira kvalitetnom
procjenom ¢ = x,, ali je konvergencija iteracije brza za Sto manje q.
Da mozemo poboljsati brzinu konvergencije iteracije pokazuje sljedeci
rezultat.

TEOREM 11. Neka je f € Cla,b], f(a)f(b) < 0 i rjesavamo jed-
nadzbu f(x) = 0. Ako je

0<my < fl(z) <M, z € [a,b]

tada iterativna procedura

konvergira.

DoOKAz. Zamijenimo jednadzbu f(z) = 0 ekvivalentnom
r=x— () :=¢(x). (100)

Trazimo parametar A tako da vrijedi unutar [a, b] da je
0< @@ =1- M@ <qg<1,
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odakle je
1<1—AM, <1—my <q.
Sada lako biramo A = 1/My, ¢ =1—my/M; < 1. O

3.5. Opcenito o greskama metoda rjesavanja jednadzbi. U
metodama izra¢unavanja nultocki jednadzbi oblika f(z) = 0 udobno
je koristiti bliskost uzastopnih iteracija |z, — x,_1|, naroc¢ito ako se ta
razlika smanji ispod odredene zadane razine toc¢nosti € > 0. No, iako
je |z, — x,_1| < €, ne preporuc¢avamo poistovjeéivanje ¢ ~ x,, gdje je
¢ trazeno rjesenje, tj. f(c) = 0, iz razloga §to se zorno vidi iz sljedeéeg
primjera.

Neka je f(z) = 200091 — 1. Ocigledno je f(1) = 0. No na slici
je vidljivo da niti velika bliskost x,,z,_1 ne garantira malu pogresku
racunanja, jer je

|f(x) — f(zny)| = ‘xloooom _ 1000001

n n
1000000 | 999999
= |z, — Tp1l|z;, + 2, e, 1+

999999 1000000
et xnmnfl + n—1
~ 1000001 - |2, — 21,

jer su x,,x,_1 blizu jedinici. Veé malo veéi razmak |z, — x,_1| "biva
pojeden” od strane milijunskog koeficijenta, dakle greska je velika.

250 —
200 —
150 —
100 —

50

0.95 1.00 1.05

SLIKA 4. f(x) = z'000001 1

Zato trazimo efikasniju procjenu razlike pravog rjesenja ¢, f(c¢) =0
i nekog pribliznog rjesenja x,. U tome nam pomazu sljedeé¢e procjene.



86 3. NUMERICKA MATEMATIKA

TEOREM 12. Neka je f € C'a,b], f(a)f(b) <0 i neka je c € (a,b)
rjesenge jednadzbe f(x) = 0. Ako je x, € (a,b) tada je

|z, — ] < —= my = min | f'(x)]. (101)

DokAz. Promatramo razliku |f(z,)| = |f(z,) — f(c)|. Na osnovu
Lagrangeovog teorema o diferencijalnoj srednjoj vrijednosti je

[Flan) = I = 1 (Dllen = e = fon —cf - min [F ()] = malen —cf,

odakle ve¢ slijedi tvrdnja (101), jer je ili n € (zp,¢) ilin € (¢, x,). O
TEOREM 13. U metodi tangente vrijedi

|xn - C| < 2_W(xn - xn—l)Q M,y = znel[%,}lf] |f”($)| : (102)

DokAz. Na osnovu Taylorovog razvoja funkcije f(x) u okolini tocke
r = x, vrijedi:
f(ajn) = f(ajn—l + (xn - wn—l)) = .f(xn—l)

T [ N L)

gdje je ¢ € (zp-1,2y,) ili ¢ € (zp, x,—1). Na osnovu iterativne formule
(89) metode tangente je

f(zn1) + f/<xnfl)(xn —Tp1) =0,

sto relaciju (103), preko nejednakosti trokuta, prevodi u

maXeeqap) | [ (§)]

|f(zn)] < 9 (zn — $n71)2'
Primijenimo na potonji izraz rezultat prethodnog teorema (101) i od-
mah dobivamo trvdnju (102). O

PRIMJEDBA 6. Sada vidimo da uz odredjen uvjet - ogranicen modul
druge derivacije funkcije f(z) na intervalu [a,b] - bliskost uzastopnih
derivacija IPAK znaci prestanak racunanja daljnjih iteracija. Dakle,

2mqe

M

|zy — xpq| <
povlaci da je
|z, —c| <€,

Sto za dovoljno malo € veé moZe biti ispod zadanog praga greske.
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TEOREM 14. Neka je

0<my <|f(x)] <My <oco  x€]a,b.

U metodi sekante tada vrijedi
M, —
|z, — | < l—mlll’n — Tp_1]. (104)
my

Dokaz vidi u knjizi Demidovich i Maron (str. 125).

PRIMJEDBA 7. Metode sekante 1 tangente potrebuju i uvjet da niti
prva, niti druga derivacija funkcije kojoj trazimo nuliste, se ne smije
anulirati unutar intervala [a,b]. Dakle, obje vrijednosti my, mo su po-
zitivne i gornje granice (101), (102) i (104) su dobro definirane.

3.6. Zadaci.
ZADATAK 3.1. Metodom polovljenja izracunajte vrijednost /2 s

tocnoséu na 3 decimale.

Broj v/2 je rjesenje jednadzbe f(z) = 22 — 2 = 0. Kako je 1 <
V2 < 2, rjedenje jednadzbe se nalazi u segmentu [1,2]. Provjerimo:

f(Of2)=-1-2=-2<0.
Dakle, prva aproksimacija rjesenja je
241 3
Tg=—— = —.
T2 T2
Kako je
3 5
— | ==-=125#0
podijelimo segment na pola i dobivamo segmente
) 3
2 2

Kako je f(1)f (%) = —2 < 0, nultocka se nalazi u segmentu [1,2
za drugu aproksimaciju uzimamo
_1+3 5

T 5 4

Kako je
5
f (Z) = —0.4375#0
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nastavimo postupak sa polovljenjem segmenta. Dobivamo sljedeéi niz
aproksimacija:

E; N xz:%, f(11> — —0.109375 #£ 0
{%g N xg:% ( >_006647é0
%% N m:g_;, ( ):—002257&0
;‘%% N xszg_i, ( ):00217;&0
‘21_2 2_31: o me= % ~ 1414, f (64> — —0.00427

ZADATAK 3.2. Metodom sekante odredite realne korijene funkcije
23 — 222 —1 =0 na 4 decimale.

Najprije moramo odrediti koliko realnih korijena imamo. Pronadi-
mo ekstreme funkcije:

4
flx)=32"—da=0Br—4)=0 = x;=0, T =3

Kako je

f”(CE') = 6z — 47
uvrStavanjem stacionarnih tocaka zakljucujemo da je u x; = 0 mak-
simum, a u ry = % minimum. Dakle, graficki: uocavamo da imamo

jednu realnu nultocku. Kako je

f(0) <0, f(1) <0, f(2)<0, [f(3)>0,
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zakljucujemo da je nultocka u segmentu [2,3]. Kako je f(2) < 0, za
nultu aproksimaciju uzimamo xy = a = 2. Imamo:

f(x0) (b — x0)

T = Xo ) — F(zo) = 2.1111
f(@1)(b— 1)
To = T 70 — F(ay) = 2.1639
xr3 = 2.1875
ry = 2.1978
r5 = 2.2022
Te = 2.2041
rr = 2.2049
rg = 2.2053

Tg = T10 = 2.2055

ZADATAK 3.3. Newtonovom metodom rijesite x = e~ ".

Sada je f(x) = z — e . Odredimo segment u kojem se nalazi
nultocka.

f(=1) <0, f(0) <0, f(1)>0,
pa je nultocka iz segmenta [0,1]. f'(z) =14+e* > 0na [0,1], f"(z) =
—e ", Kako je
f0)f(0) ==1-(=1) >0
za xo uzimamo da je xo = 0. Sada je:

Tg—e 0

1 = Ty — m =0.5
T —e
=71 — ——— = 0.5663
B +e
x3 = 0.56714

Dakle, rjesenje je x = 0.56714.

ZADATAK 3.4. Metodom iteracije rijesite jednadzbu 2> —x+1 =0
s to¢noséu na 5 decimala.

Imamo dvije ekvivalentne jednqdzbe koje mozemo dobiti:

o) =2 —1=ux
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po(z) =Vr+1=ux.
Lako uoc¢avamo da je nultocka na segmentu [1,2] (isprobamo!). Sada
moramo provjeriti koja od ovih dviju funkcija zadovoljava uvjet da je
njena prva derivacija na tom segmentu apsolutno omedena sa nekim ¢
manjim od 1. Derivacije su:

1
r) = ———.
p2(@) 3/ (z+1)2
Za prvu funkciju je oc¢ito da je ona na [1,2] veéa od 1 ( neki broj iz
segmenta [1,2] kvadriramo i mnozimo s 3, a to ne moze biti manje od
1), dok za drugu mozemo pokazati da na [1, 2] vrijedi:

1
3Y(x+1)2 3
Zmnaci, racunamo sa . Za nultu aproksimaciju uzimamo bilo koji broj
iz segmenta [1, 2], npr. zo = 1.5.

xr1 = (,DQ(ZE()) = 1.3572
To = pa(1,3572) = 1.33086

¢ (z) = 32,

P2 ()|

x5 = 1.32588
x4 = 1.32494
x5 = 1.32476
76 = 1.32473
z7 = 1.32472
zg = 1.32472

Dakle, rjesenje je x = 1.32472.

ZADATAK 3.5. Metodom iteracije odredite negativan korijen jed-
nadzbe e* — 22 +1 =0 s toénoséu na 5 decimala.

Rjesenje: —1.14776

ZADATAK 3.6. Naéi oba rjesenja jednadzbe x* — 2x + arctanx = 0.
Prvo rjesenje pronaci metodom tangente, a drugo metodom iteracije,
na dvije decimale.

Rjesenje: v1 =0, xo = 1.295

ZADATAK 3.7. Rijesite jednadzbu 2% = 8x, na dvije decimale tocno,

metodom sekante.

Rjesenje: 5.44
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4. Numericko integriranje

Ako je F'(x) = f(z) onda je:

L/f F(b) - Fla).

U mnogim sluc¢ajevima primitivna funkcija se ne moze naci pa izracu-
navanje po gornjoj formuli moze biti tesko ili nemoguce. Zbog toga su
se pojavile metode za priblizno izracunavanje odredenog integrala.

4.1. Trapezna formula. Svakako je najpoznatija formula nume-
ricke integracije trapezna formula kod koje se podintegralna funkcija
zamjenjuje po dijelovima linearnom funkcijom, pa tako elementi povr-
Sine imaju oblik trapeza.

N\

SLIKA 5. Trapezna formula

Ako je f neprekidna funkcija, definirana na intervalu [a,b], tad
postoji barem jedna tocka & € [a, b] za koju je

b
[ raae =@ -ayse)
Kad bismo znali odrediti tocku &, problem integracije funkcije f bio bi

vrlo jednostavan. To, dakako, opéenito nije moguée uciniti.

Podijelimo interval [a,b] na n dijelova, tockama a = 2o < x; <
. < &, = b. Na svakom od njih odaberimo &; € [z;_1,z;]. Tako é¢emo
dobiti pribliznu formulu za rac¢unanje integrala:

/ f(z)dz ~ Z f&) (i — i)
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Podintervale mozemo odabrati tako da imaju jednaku duljinu. Neka
jeh=(b—a)/nix;—x;_1 =h zasvaki i. Onda dobivamo:

t/f@Mm%Mﬂ&%H~+f@M.

Ako je f integrabilna, onda osnovni teorem integralnog racuna gov-
ori da ¢e se smanjivanjem duljine h, suma s desne strane priblizavati
stvarnoj vrijednosti integrala. Kad bismo znali dobro odabrati brojeve
& (npr. one iz teorema srednje vrijednosti za svaki od podintervala
[;_1,2;]), tad bi suma s desne strane dala totnu vrijednost integrala.
Na zalost, opéenito ne postoji algoritam za odredivanje takvih bro-
jeva & (niti ga se moze pronadi). Zato se opredjeljujemo da unaprijed
odredimo te brojeve, na jedan od sljede¢ih nacina:

1. Stavimo li £ = x;_1, time biramo lijevi kraj intervala i dobivamo
tzv. lijevu sumu koju ¢emo oznaciti s L,,:

b
/ F@)da ~ Ly = hlyo + .. + yn_1].

2. Odaberemo li §; = z;, time biramo desni kraj intervala i dobi-
vamo tzv. desnu sumu koju ¢emo oznaciti s D,,:

b
/ flx)dz = Dy, :=hly1 + ... + yn].

Koja je od ovih formula bolja? O tome ne mozemo opcenito nista
reéi. Mozemo zato pokusati uzeti njihovu aritmeticku sredinu!

Tn:l(LnJan):ﬁ[(!/0+...+ym)+(y1+...+yn)]

2 2
h
= 5[% + Y + 21+ F Yna1)]

Dakle, trapezna formula glasi:

b
h
| 50~ St v+ 20+ i+ )

gdje je h =2, — x,_1.

Formulu za gresku dobivamo na sljede¢i nac¢in: Neka podintegralna
funkcija ima na segmentu [a, b] neprekidnu drugu derivaciju. Greska
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trapezne formule na i—tom segmentu jednaka je

Rib) = [ fade ~ 207w + f)

Ti—1

[ @ = S ) + S+ 1),

Deriviramo R;(h) po h dva puta i dobivamo:

R;(h) = %(f(xz—l + h) - f($1_1)) - gf/(xi—l + h)
RY(R) = —5 (s + ).

Kako je R;(0) = R;(0) = 0 i koristeci pravila integriranja, imamo:

h h
R;(h) :R;(0)+/0 R!(t)dt = _71/0 tf"(a+t)dt

Zbog neprekidnosti druge derivacije funkcije f postoji tocka £ takva da
je xio1 +& € [xi_1, w1 + h] i da vrijedi:

Ri(h) = =) | 5t = =€

To isto napravimo za funkciju R(h) pa dobijemo:

zmmz&@+A =>~/f”t& — R (E). (105)

Primijenjujuéi formulu (105) na svaki podsegment [z; 1, z;], i = 1,n
dobijemo n gresaka gornjeg oblika. Bududi da je funkcija f” neprekidna
na segmentu [a, b], postoji M > 0 takav da je |f"(z)| < M, Vx € [a, b].
Tada, za gresku R na cijelom segmentu [a, b] vrijedi:

hl < ZIRZ-(h)

tj. greska metode je:

RO < =D 0 M = max (@)

12 a<z<b

4.2. Simpsonova formula. Kad racunamo trapeznom formulom,
graf funkcije zamjenjujemo odsjec¢cima pravca. Pokusamo li zamijeniti
graf funkcije ne dijelovima pravca ve¢ parabole, o¢ekujemo da ¢emo
dobiti precizniju formulu. Neka su zadane vrijednosti funkcije g, y2 na
krajevima intervala duljine 2h, te y; u sredini tog intervala. Kolika je
povrsina ispod luka parabole koja prolazi tim tockama?
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7

P, (x)

SLIKA 6. Simpsonova formula

Mozemo pretpostaviti da se radi o intervalu [—h, h], jer izbor inter-
vala ne mijenja iznos povrsine.

Interpolacijski polinom drugog stupnja Py(z) = ax?® + bx + ¢ ¢iji
graf prolazi tockama (—h, yo), (0,41), (h, y2) mozemo odrediti i elemen-
tarnim racunom:

ah® — bh + ¢ = yo,
C=11,

ah2+bh+c:y2.
Odavde slijedi

1
a= ﬁ(?/o — 2y1 + Ya),
1
b= —
2h
C=1Y

(y2 - y0)7

pa je trazena jednadzba

1 1
flz) = m(yo — 2y1 + o)’ + %(w — Y0)T + Y1.

Povrsina ispod grafa ove funkcije je:

" h
[ rtade =G+ 4+ o)
—h
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Podijelimo sad interval [a,b] na 2n dijelova. Stavimo h = (b —
a)/(2n). Na svaka susjedna dva dijela zamijenimo integral ovom for-
mulom. Dobit ¢emo Simpsonovu formulu:

b
h
/ f(z)dz ~ §[90+y2n+4(yl+y3+' ctYon-1) F2(YatyatFYan2)],
gdje je h = x,, — x,_1. Greska metode je:

MM, M = max [f@(z)].

<
|R| - 180 a<z<b

4.3. Zadaci.

ZADATAK 4.1. Neka je funkcija f(x) zadana tablicom

x| 0 | 01 | 02 | 03 | 04 | 05 | 06 | 07 | 08
f(zx) \ 1.0000 \ 0.9950 \ 0.9801 \ 0.9553 \ 0.9553 \ 0.9211 \ 0.8253 \ 0.7648 \ 0.6967
Izracunats
0.8
f(x)dx
0
koristeci:

a) Trapeznu formulu
b) Simpsonovu formulu

a) Zapisimo tablicu na sljedeé¢i nacin:

T | Yo;Yn Yk

0 |1.0000
0.1 0.9950
0.2 0.9801
0.3 0.9553
0.4 0.9553
0.5 0.9211
0.6 0.8253
0.7 0.7684
0.8 | 0.6967

> 11.6967 | 6.4005

i pazljivo uvrstimo u formulu:

0.8
0.1
f(@)da ~ =~ (16967 + 2 - 6.4005) = 0.724885.

0

b) Zapisimo tablicu na sljedeéi nacin:
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T | Yoo Yn | Y2k—1 | Y22
0 | 1.0000

0.1 0.9950

0.2 0.9801
0.3 0.9553

0.4 0.9553
0.5 0.9211

0.6 0.8253
0.7 0.7684

0.8 0.6967

> 11.6967 | 3.6398 | 2.7607

i pazljivo uvrstimo u formulu:

0.8
0.1
/ f(z)dz ~ ?(1.6967 +2-2.7607 + 4 - 3.6398) = 0.72591.
0
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