REDOVI BROJEVA

Definicija reda

      Neka je zadan niz brojeva:
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Od zadanog niza može se formirati niz na slijedeći način:
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Tako formirani niz zove se niz parcijalnih suma zadanog niza. Ako sada sve članove početnog niza povežemo znakom + i uvedemo oznaku:
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Dobiveni izraz zovemo red brojeva. 

Primjer 1: Neka je zadani niz: 
[image: image4.wmf],...
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. Treba napisati niz parcijalnih suma.

      Imamo:
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Kako je u ovom primjeru riječ o geometrijskom nizu prema formuli za zbroj prbih n članova niza imamo:
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Konvergencija i divergenciija reda

      Kao i svaki niz tako i niz parcijalnih suma može konvergirati i divergirati.

Ako niz parcijalnih suma konvergira pišemo:
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i kažemo da red konvergira. Limes niza parcijalnih suma zovemo suma reda.

Ako niz parcijalnih suma divergira kažemo da red divergira i pišemo:
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Primjer 2: Treba ispitati konvergenciju reda iz primera 1.

     Znamo da je 
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Iz dobivenog proizlazi da red konvergira i da mu je suma 1.
Primer 3: Treba ispitati konvergenciju reda 
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...

3

2

1

+

+

+

+

+

=

å

n

n

 .

      Formirajmo niz parcijalnih suma:


[image: image12.wmf](

)

...

2

1

...

3

2

1

...

6

3

2

1

3

2

1

1

3

2

1

+

×

=

+

+

+

+

=

=

+

+

=

=

+

=

=

n

n

n

s

s

s

s

n


gdje smo upotrijebili formulu za zbroj prvih n članova aritmetičkog niza. Sada je: 
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iz čega slijedi da red divergira.
Primjer 4: Treba ispitati konvergenciju reda 
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      Vrijedi:
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Ako to uzmemo u obzir:
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Odnosno:
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Limes je jednak:
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Iz čega proizlazi da je red konvergentan i da mu je suma 1.
Nužan uvjet konvergencije reda
Nužan uvjet konveregencije reda možemo izreći u teoremu:

Teorem: Ako red konvergira vrijedi:
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Dokaz:
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Iz teorema proizlazi da svakom konvergentnom redu opći član teži prema nuli. Ako tomu nije tako, red je sigurno divergentan. No ako opći član reda teži prema nuli red ne mora biti konvergentan.
Primjer 5: Treba ispitati konvergenciju reda 
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Opći član reda je:
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Imamo:
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Iz dobivenog je vidljivo da nije ispunjen nužan uvjet za konvergenciju, tj. opći član reda teži prema 1 a ne prema nuli. To znači da je red divergentan.

Apsolutna konvergencija reda

Svakom redu 
[image: image24.wmf]å
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možemo pridružiti red 
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, znači red čiji su članovi apsolutne vrijednosti članova početnog reda. Taj red zovemo red apsolutnih vrijednosti zadanog reda.

Primjer 6: Zadan je red 
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Niz apsolutnih vrijednosti je 
[image: image27.wmf](
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Za red 
[image: image28.wmf]å
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kažemo da apsolutno konvergira ako konvergira red 
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, tj ako konvergira niz apsolutnih vrijednosti.

Teorem: Red koji apsolutno konvergira i sam je konvergentan.

Za red kod kojeg konvergira red apsolutnih vrijednosti 
[image: image30.wmf]å
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 a on sam ne konvergira kažemo da je uvjetno konvergentan red.
Alternirani redovi

Alternirani red  je red s naizmjence pozitivnim i negativnim članovima:
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gdje su svi brojevi 
[image: image32.wmf]0
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Postiji vrlo jednostavan kriterij za konvergenciju alternirajućeg reda, naime za alternirajuće redove se pokazuje da nužan uvjet za konveregenciju postaje i dovoljan. Taj kriterij se zove Leibnitzov kriterije za alternirajuće redove.

Teorem: Ako je u alternirajućem redu ispunjen uvjet:
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tada je konvergentan.

Primjer 7: Dokaži da je red 
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 konvergentan.

Dokaz je vrlo jednostavan, naime treba provjeriti vrijedi li 
[image: image35.wmf]0
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Prema teoremu za konvergenciju alternirajućeg reda zaključujemo da red iz ovog primjera konvergira.

Operacije s redovima

Zbrajanje i oduzimanje redova

Ako su zadana dva reda  
[image: image37.wmf]å
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 tada njihov zbroj definiramo kao red:
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a razliku kao red:
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ili  jednostavno rečeno redove zbrajamo tako da zbrojimo članove prvog i drugog reda s istim indeksom, a redove oduzimamo tako da oduzimamo članove drugo reda od članova prvog reda s istim indeksom.


:

Teorem: Ako su redovi 
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n

a

 i  
[image: image42.wmf]å

n

b

konvergentni tata su konvergentni i njihov zbroj 
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ili jednostavno limes zbroja dva reda je jednak zbroju limesa tih dvaju redova a limes razlike dva reda je jednak razlici limesa tih dvaju redova .
Množenje reda brojem

Ako je zadani red 
[image: image46.wmf]å
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 i broj 
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,  tada red množimo brojem tako da mu svaki član množimo tim brojem:
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Teorem: Ako je red 
[image: image49.wmf]å
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konvergentan tada je konvergentan i red 
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Ili jednostavno isto je pomnožili limes reda s 
[image: image52.wmf]l

 ili pomnožili red s 
[image: image53.wmf]l

 pa tražili limes dobivenog reda.
Bekonačno geometrijski red
Ako zbrojimo članove geometrijskog niza:
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dobijemo red:
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Kojeg zovemo beskonačno geometrijski red.

Pitanje konvergencije geometrijskog reda je riješeno u svim slučajevima:

Teorem: 1.) Geometrijski red konvergira ako je 
[image: image56.wmf]1
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i suma mu je jednaka:
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2.) Geometrijski red je divergentan ako je 
[image: image58.wmf]1
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.
Dokaz: 1.) Formula za sumu prvih n članova geometrijskog niza je:
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Ako je 
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2.) Ako je 
[image: image62.wmf]1
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nije ispunjen nužan uvjet za konvergenciju reda da je 
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 što znači da je red divergentan.
Primjer 8: Periodični decimalni broj 
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Zadani broj se može prikazati kao:
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Vidimo da je u zagradi suma geometrijskog reda kojemu je 
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Primjer 9: U kvadrat stranice aupisan je drugi kvadrat koji ima vrhove u polovištima zadanog kvadrata. U dobiveni kvadrat na isti način upišemo novi kvadrat i taj postupak nastavimo nastavimo dalje. Koliki jezbroj povrišina svih tako dobivenih kvadrata.

Ako s 
[image: image69.wmf]i
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 označimo površinu i-tog kvadrata u nizu imamo:
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Gdje je:
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Stranica upisanog kvadrata po Pitagorinu teoremu je jednaka:
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Odnosno:
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Analogno je
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Iz dobivenog je vidljivo da površine kvadrata čine geometrijski niz u kojem je 
[image: image75.wmf]2
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geometrijski red u kojemu je prvi član jednak 
[image: image77.wmf]1
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Kriteriji za konvergenciju redova s pozitivnim članovima

Sada ćemo iznijeti nekoliko kriterija za konvergenciju redova s pozitivnim članovima, koji daju dovoljne uvjete za konvergenciju.

Neka je zadan red:


[image: image80.wmf]....

3

2

1

+

+

+

=

=

å

¥

a

a

a

a

s

n


Takav da su mu svi članovi pozitivni tj. 
[image: image81.wmf]0
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1.Kriterij uspoređivanja
Neka su zadana dva reda 
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Tada se za red 
[image: image85.wmf]å
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Teorem: 1. Ako minoranta reda divergira tada divergira i red.

                2. Ako majoranta reda konvergira tada konvergira i red.

Primjer 10: Ispitati konvergenciju harmonijskog reda:
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Da bismo mogli upotrijebiti kriterij uspoređivanja formirajmo red 
[image: image90.wmf]å

n

b

:


[image: image91.wmf]...

16

1

16

1

16

1

16

1

16

1

16

1

16

1

16

1

8

1

8

1

8

1

8

1

4

1

4

1

2

1

2

1

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

=

=

å

¥

n

b

s


Vrijedi da je:
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Iz toga proizlazi da je red 
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n

a

 majoranta reda 
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S druge strane za niz parcijalnih suma reda 
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 vrijedi da je strogo monoton rastući i neograničen:
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2. D'Alembertov kriterij

Neka je opet zadan red  
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Teorem:  1. Ako je 
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 red konvergira.
                 2. Ako je 
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 red divergira.

                 3. Ako je  q=1 pitanje konvergencije nije rješeno pomoću q.

Kriterij za konvergenciju reda izrečen u teoremu zove se D'Alembertov kriterij konveregencije za red s pozitivnim članovima.

Primjer 11: Ispitati pomoću D'Alembertovog kriterija konvergenciju reda
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Imamo da je 
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Kako je q=1 D'Alembertov kriterij ne rješava pitanje konvergencije harmonijskog reda.

Primjer 12: Ispitati pomoću D'Alembertovog kriterija konvergenciju reda
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Imamo da je 
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Kako je 
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 niz konvergira.

3. Cauchyev kriterij

Neka je opet zadan red  
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Teorem:  1. Ako je 
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 red konvergira.

                 2. Ako je 
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 red divergira.

                 3. Ako je  q=1 pitanje konvergencije nije rješeno pomoću q.

Kriterij za konvergenciju reda izrečen u teoremu zove se Cauchyev kriterij konveregencije za red s pozitivnim članovima.

Primjer 13: Ispitati pomoću Cauchyevog  kriterija konvergenciju reda
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Primjer 14: Ispitati pomoću Cauchyevog  kriterija konvergenciju reda
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Imamo da je 
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Kako je 
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 niz konvergira.

Primjer 15: Ispitati pomoću Cauchyevog  kriterija konvergenciju reda
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Imamo da je 
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4. Integralni kriterij
Neka je opet zadan red  
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Teorem: 1. Ako konvergira nepravi integral  
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Kriterij za konvergenciju reda izrečen u teoremu zove se integralni kriterij konveregencije za red s pozitivnim članovima.
Primjer 14: Ispitati pomoću integralnog kriterija konvergencijuharmonijskog  reda
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Imamo da je 
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Kako pripadajući nepravi integral divergira to divergira i harmonijski red. Divergenciju harmonijskog reda smo već dokazali i pomoću kriterija uspoređivanja.
Primjer 16: Ispitati pomoću integralnog kriterija konvergencijuharmonijskog  reda
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Kako pripadajući nepravi integral konvergira to konvergira i red 
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