REDOVI FUNKCIJA
Definicija reda funkcija
      Neka je zadan niz funkcija:
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Za svako x za koje su zadane sve funkcije u nizu dobijemo niz realnih brojeva od kojeg možemo formirati red:
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Skup svih tako dobivenih redova označavamo:
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izovemo red funkcija  ili funkcionalni red.
Definicija: Skup svih realnih brojeva za koje je red definiran zovemo područje definicije ili domena reda.

Da bi neki broj x bio u domeni reda mora biti u domenama svih funkcija u redu. Ako s 
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 označimo domenu n-te funkcije u redu tada je domena jednaka presjeku domena svih funkcija u redu:
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Kao i svaki drugi red brojeva tako i red funkcija za neke x-eve, za koje je definiran, može konvergirati ili divergirati.

Definicija: Skup svi realnih brojeva x iz domene reda za koje pripadajući redovi brojeva konvergiraju zovemo područje konvergencije reda.

U području konvergencije reda ima smisla definirati funkciju:
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gdje je vrijednost funkcije h(x) definirana kao suma reda brojeva za pripadajući x.

Na taj način se otvara mogućnost definicije novih funkcija pomoću redova.

Primjer 1: Neka  je zadan niz funkcija 
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. Pripadajući red funkcija je:
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Treba odrediti područje definicije i područje konvergencije reda.

     Domena reda je cijeli skup realnih brojeva R, jer sve funkcije u redu za domenu imaju cijeli skup R.

   Red konvergira za 
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, a divergira za 
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 što prozlazi iz teorema o konvergenciji za geometrijski red. Naime za svaki x iz domene reda dobijemo geometrijski red kojemu je 
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Redovi potencija

Poseban slučaj koji ima važnu ulogu u primjene je kada su funkcije od kojih se formira red potencije:


[image: image12.wmf](

)

,...

3

,

2

,

1

,

0

  

   

)

(

0

=

-

=

n

za

x

x

a

x

f

n

n

n


U tom slučaju red ima oblik:
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Brojevi 
[image: image14.wmf]
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  zovu se koeficijenti reda potencija. Poseban slučaj reda potencija dobijemo kad je 
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Zanimljivo je da konvergencija reda potencija ovisi samo o koeficijentima.

Definicija: Broj R:
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zove se radijus konvergencije reda potencija.
Posebno je:

Ako je 
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Sada se za red potencija može izreći slijedeći teorem:
Teorem: Ako je R radijus konvergencije reda potencija 
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 onda taj red konvergira za svako x za koje je 
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 treba posebno ispitati konvergenciju.
Iz teorema proizlazi da je područje konvergencije mogu biti intervali:
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ovisno o tome konvergira li red na rubovima intervala.
Primjer: Treba ispitati konvergeniju reda potencija:
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Prvo odredimo radijus konvergencije. Za ovaj red 
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Prema teoremu o kovergeciji reda potencije red konvergira za:
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a divergira za:
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Još moramo ispitati konvergenciju za 
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A to je red koji ne zadovoljava nužan uvjet za konvergenciju (opći član mu ne teži prema nuli) pa divergira.

Za 
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A i to je red koji ne zadovoljava nužan uvjet za konvergenciju (opći član mu ne teži prema nuli) pa divergira.

Znači na krajevima intervala reddivergira pa konačno zaključujemo da red konvergira samo za:
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Primjer: Treba ispitati konvergenciju reda potencija:
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Prvo odredimo radijus konvergencije. Za ovaj red 
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Znači da je radijus konvergencije 
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, odnosno  da red divergira za svako 
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Primjer: Treba ispitati konvergeniju reda potencija:


[image: image51.wmf]å

+

+

+

+

=

...

!

3

1

!

2

1

1

!

1

3

2

x

x

x

x

n

n


Prvo odredimo radijus konvergencije. Za ovaj red 
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Znači da je radijus konvergencije 
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, odnosno  da red konvergira za svako 
[image: image57.wmf]R

x

Î

.

Taylorov i MacLaurinov red

Neka je zadana funkcija  
[image: image58.wmf])
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 koja je definirana u okolini točke 
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. Funkciji možemo pridružiti ovakav red potencija:
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Tako pridruženi red funkciji  f  zove se Talorov red funkcije f u okolini od 
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. Posebno ako je 
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 pridruženi red je:
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i zove se MacLaurinov red funkcije f.

Postavljaju se dva pitanja, prvo kao i za svaki red potencije za koje vrijednosti od x Taylorov red funkcije konvergira, a drugo pitanja kada konvergira koji mu je limes. Prvo pitanje je rješeno teoremom o konvergenciji reda potencija, a drugo rješava slijedeći teorem:

Teorem: Ako Taylorov red funkcije f  konvergira za neko 
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 , tada konvergira prema vrijednosti funkcije u toj točki  f(x) , što znači da možemo pisati:
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Posljedice ovog teorema su dalekosežne. Računajući zbroj prvih n članova reda u nekoj točki x,  u kojoj red konvergira, dobijemo približnu fomulu za računanje vrijednosti funkcije:
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Ta formula se zove Taylorova formula ili Taylorov polinom n-tog stupnja.Što više članova reda zbrojimo to ćemo dobiti točniji rezultat, odnosno bolji rezultat ćemo dobiti ako za približnu formulu uzmemo Talorov polinom većeg stupnja.. U numeričkoj praksi zbrajaju se članovi reda dok se rezultat ne stabilizira vrijednost na željeni broj decimala. Poseban slučaj je MacLaurinova formula n-tog stupnja:
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Binomni red

Napišimo MacLaurinov red za funkciju 
[image: image68.wmf](
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. Da bismo to učinili treba prvo naći derivacije funkcije 
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Ako uvedemo oznaku poopćenog binomnog koeficijenta:
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MacLaurinov red funkcije 
[image: image73.wmf](
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Dobiveni red se zove binomni red.
Odredimo mu radijus konvergencije:
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Iz čega zaključujemo da red konvergira za 
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, odnosno za 
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 i izvan intervala red divergira.
Sada možem pomoću binomnog reda dobiti niz formula za približno izračunavanje korijena.

Primjer: Ako je u binomnom redu 
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Time smo praktički dobili formule za približno računanje vrijednosti drugog korjena:
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Veću točnost u računu ćemo dobiti što više članova reda uzmamo u obzir.

Primjer: Treba izračunati približnu vrijednost od 
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Prema formulama iz prethodnog primjera imamo:
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Kalkulator nam na šest decimala daje rezultat 3,162278. Vidimo da nam je prva formula dala točan rezultat na dvije decimale, druga na tri decimale a treća na četiri decimale. Kao što smo rekli točnost bi povećavali pribrajanjem većeg broja članova reda.
Primjer: Treba u Maclaurinov red razviti funkciju 
[image: image85.wmf]2

1

)

(

x

x

x

f

-

=

.

Zadana funkcija se može napisati u obliku:
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Funkcije u zagradi možemo razviti u binomni red:
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Kada zbrojimo redove i zbrojni red pomnožimo s 
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dobijemo MacLaurinov redzadane funkcije:
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Razvoj eksponencijalne funkcije u MacLaurinov red

Napišimo MacLaurinov red za funkciju 
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. Da bismo to učinili treba prvo naći derivacije funkcije 
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MacLaurinov red funkcije  
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Odredimo mu radijus konvergencije:
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Iz čega zaključujemo da red konvergira na cijelom skupu realnih brojeva, tj za svako 
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. Na cijelom skupu R možemo pisati:
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Posebno ako se stavi  
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Čime smo praktički dobili niz formula za približno računanje vrijednosti eksponencijalne funkcije, a u specijalnom slučaju za izračun broja e:
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Odnosno 
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Veću točnost u računu ćemo dobiti što više članova reda uzmamo u obzir.

Razvoj trigonometrijskih funkcija  MacLaurinov red

Napišimo MacLaurinov red za funkciju 
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MacLaurinov red funkcije  
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Odredimo mu radijus konvergencije:
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Iz čega zaključujemo da red konvergira na cijelom skupu realnih brojeva, tj za svako 
[image: image114.wmf]R
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. Na cijelom skupu R možemo pisati:
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Posebno ako se stavi  
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=

x

 imamo:


[image: image117.wmf]...

!

7

1

!

5

1

!

3

1

1

1

sin

+

-

+

-

=


Time smo praktički dobili niz formula za približno računanje vrijednosti funkcije sinus:
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Napišimo MacLaurinov red za funkciju 
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MacLaurinov red funkcije  
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Odredimo mu radijus konvergencije:
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Iz čega zaključujemo da red konvergira na cijelom skupu realnih brojeva, tj za svako 
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. Na cijelom skupu R možemo pisati
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Eksponencijalni oblik kompleksnog broja

Možemo koristeći MacLaurinov razvoj eksponencijalne funkcije i trigonomtrijskih funkcija kompleksni oblik  zapisati u još jednom obliku. Ako u MacLaurinov red funkcije 
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Odnosno:
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U prvoj zagradi je MacLaurinov razvoj funkcije 
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, a u drugoj je MacLaurinov razvoj funkcije 
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 . Znači da ima smisla pisati:
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Izraz na desnoj strani je trigonometrisjski oblik kompleksnog broja s argumetom  
[image: image136.wmf]j

 i apslolutnom vrijednošću 1. To znači da možemo kompleksni broj z, kojemu je apsolutna vrijednost 1 zapisati u obliku:
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Ako imamo kompleksni broj s modulom r u trigonometrijskom obliku:
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Možemo ga pisati:
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Tako zapisani kompleksni broj zove se eksponencijalni ili Eulerov oblik kompleksnog broja.
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