4.4. TREND

· pojam trenda

· vrste trendova

· metoda najmanjih kvadrata

· vrijednost trenda

· grafičko prikazivanje trenda

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Trend je linija (pravac ili krivulja) koja označava tendenciju kretanja pojave u promatranom razdoblju.

Vrste trendova :

linearni (linijski) trend koji ima oblik pravca  i

krivolinijski trend koji ima oblik krive linije.

Metoda najmanjih kvadrata je metoda pomoću koje se izračunavaju parametri linearnog ili krivolinijskog trenda. Polazna je pretpostavka da je trend linija koja se najbolje moguće prilagođava zadanim frekvencijama vremenskog niza, tj. da je suma kvadrata odstupanja (Y – YC) minimalna.

Vrijednost trenda  YC  se određuje tako da se u jednadžbu trenda za X uvrsti ona vrijednost koja pripada vremenskoj jedinici za koju se izračunava vrijednost trenda. Za kontrolu  
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4.4.1. Linearni trend
· jednadžba linearnog trenda

· određivanje vrijednosti  X
· tumačenje jednadžbe trenda

· grafičko prikazivanje linearnog trenda

· analiza varijance

· procjena pomoću jednadžbe trenda




Linearni trend je pravac kojim se određuje tendencija kretanja pojave u promatranom razdoblju.


Jednadžba linearnog trenda
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Za jednadžbu linearnog trenda potrebno je imati sljedeće podatke:

	Godina
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	Vrijednost

trenda  YC

	1991.
	
	
	
	
	

	…
	
	
	
	
	

	…
	
	
	
	
	

	Ukupno
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Određivanje vrijednosti X 

Vrijednost X se određuje zavisno od ishodišta koje je zadano ili se proizvoljno odabire. Ako je ishodište u sredini razdoblja onda ona vremenska jedinica koja je u sredini razdoblja ima vrijednost X=0, a sve one kasnije imaju pozitivne vrijednosti X, dok one ranije od ishodišta poprimaju negativne predznake.

INTERVALNI NIZOVI; vrijednosti X se određuju u odnosu na 30.06. pojedine godine, odnosno na sredinu zadane vremenske jedinice.

1. Ishodište u sredini

· neparan broj vremenskih jedinica

	God.
	Yi
	X

	1990.
	
	-1

	1991.
	
	0

	1992.
	
	+1

	
	
	(X = 0


· paran broj vremenskih jedinica

	God.
	Yi
	X

	1990.
	
	-1,5

	1991.
	
	-0,5

	1992.
	
	+0,5

	1993.
	
	+1,5

	
	
	(X = 0


· diskontinuirani niz vremenskih jedinica

	God.
	Yi
	X

	1990.
	
	-2,5

	1991.
	
	-1,5

	1993.
	
	+0,5

	1994.
	
	+1,5

	1995.
	
	+2,5

	
	
	(X ( 0


Važno:
dulji oblik formula za YC  i treba uzeti u obzir i one godine koje nisu zadane u tabeli.
2. ishodište nije u sredini

	God.
	Yi
	Ishodište

30.06.’90.
	ishodište

30.06.’92.
	Ishodište

01.01.’90.

	1990.
	
	0
	-2
	+0,5

	1991.
	
	+1
	-1
	+1,5

	1992.
	
	+2
	0
	+2,5

	1995.
	
	+5
	+3
	+5,5

	
	
	
	
	


Zaključak o mogućim slučajevima:
· paran broj vremenskih jedinica

· neparan broj vremenskih jedinica

· ishodište na početku razdoblja

· ishodište neka druga vrijednost

· kontinuiran niz vremenskih jedinica

· diskontinuiran niz vremenskih jedinica

· ishodište 30.06. neke godine

· ishodište bilo koji datum

TRENUTAČNI NIZOVI ; vrijednost X-a se uvijek preračunava na stanje kada je pojava snimana (01.01., 31.03., krajem godine, sredinom godine,…)

· ishodište u sredini razdoblja 



· ishodište izvan sredine razdoblja

· paran ili neparan broj jedinica

· prva vremenska jedinica ili neka druga

· diskontinuirani ili kontinuirani niz vremenskih jedinica

	stanje 01.01.
	Yi
	ishodište u sredini

	1990.
	
	-2,5

	1991.
	
	-1,5

	1993.
	
	+0,5

	1995.
	
	+2,5

	
	
	(X ( 0


VAŽNO:
Ako je 
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= 0, tada se jednadžba linearnog trenda izračunava  pomoću ovih formula: 
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Tumačenje jednadžbe trenda
a - prosječna razina pojave, odnosno prosječan broj jedinica / 1 vremenskoj jedinici (godi-  šnje, …)

b - prosječan pad ili rast izražen u apsolutnim jedinicama / po 1 vremenskoj jedinici (godi-šnje, …).

Ako ishodište nije u sredini razdoblja onda parametar a nije prosječan broj jedinica.


Primjer:

Na temelju podataka o broju prevezenih putnika u gradskom prijevozu RH u razdoblju od 1991. – 2001. godine dobivena je jednadžba linearnog trenda koja glasi: 
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ishodište: 30.06.1996.

jedinica X- 1 godina

jedinica Y- 1 milijun putnika.

U promatranom razdoblju od 1991. – 2001. godine prosječan godišnji broj prevezenih putnika u gradskom prijevozu RH je iznosio 403,15 milijuna putnika, a prosječan godišnji pad prevezenih putnika bio je 4,05 milijuna putnika.

Grafičko prikazivanje linearnog trenda


Parametar b je koeficijent smjera linearnog trenda:

ako  b > 0 trend je uzlazni, ako b < 0 trend je silazni.


Linearni trend je pravac za koji su dovoljne dvije vrijednosti trenda.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Analiza varijance je metoda kojom se ispituje reprezentativnost trenda.
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Trend će biti reprezentativniji što je protumačena varijanca (
[image: image29.wmf]s
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 ) veća odnosno neprotumačena varijanca (
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 ) manja.

X % - stupanj protumačenosti trenda izračunava se prema formulama


(1)  
[image: image31.wmf]X

p

%

=

×

s

s

2

2

100


ili 
(2)  
[image: image32.wmf]X

np

%

=

×

s

s

2

2

100

,   
0 < X % < 100.

Reprezentativnost trenda je bolja (veća) kad je  X%  veći broj po (1), odnosno manji broj po (2).

Ukupna, protumačena i neprotumačena varijanca se izračunavaju po formulama:
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Procjena pomoću trenda; ako je linearni trend reprezentativan onda se jednadžba trenda može koristiti za procjenu, tj. za izračunavanje očekivane frekvencije za vremensku jedinicu koja je zadana ili odabrana. Ta procjena, doduše, vrijedi za pojavu za koju se može prihvatiti da će se u budućnosti kretati istim tempom kao i dosad.
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4.4.2. Krivolinijski trend


Krivolinijski trend je kriva linija koja pokazuje tendenciju kretanja pojave u promatranom razdoblju.


Vrste krivolinijskih trendova ovise o izboru matematičke krivulje koja se dobro prilagođava empirijskim frekvencijama. Uzeti su u obzir samo ovi slučajevi:


krivolinijski trend pomoću pomičnih prosjeka,

parabolični trend II. stupnja,

eksponencijalni trend.

Krivolinijski trend pomoću pomičnih prosjeka dolazi u obzir ako frekvencije vremenskog niza ne pokazuju kretanje po nekoj poznatoj krivulji. Pomični prosjeci se izračunavaju da se zbrajaju frekvencije za tri ili više vremenskih jedinica (najčešće tri), dobivaju se tzv. trogodišnji totali (ili višegodišnji), te se na kraju dobiveni totali podijele s brojem frekvencija koje su ušle u zbroj.

	God.
	Yi
	Trogodišnji totali
	Pomični prosjeci 

	1990.
	Y1 = 20
	
	

	1991.
	Y2 = 15
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	1992.
	Y3 = 6
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	1993.
	Y4 = 8
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	1994.
	Y5 = 10
	
	


Prednosti: 

· neparametarska metoda koja je jednostavna jer ne zahtijeva nikakvu jednadžbu,

· metoda za nepravilna kretanja, tj. kod kojih se ne mogu koristiti matematičke krivulje.

Nedostatak:

· ne može se koristiti za ekstrapolaciju (za procjenu frekvencije neke vremenske jedinice).

Grafički prikaz pomičnih prosjeka
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Parabolični trend (parabola II. stupnja)

Ova vrsta trenda se dobro prilagođava vremenskom nizu koji u svom kretanju pokazuje jednu izrazitu izbočinu ili udubljenje, odnosno koji ne pokazuje linearno kretanje(rast ili pad) po pravcu.

Jednadžba parabole II.  stupnja
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Ishodište na početku razdoblja
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Ishodište u sredini razdoblja  (
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Na temelju prethodnog izraza izvedene su formule pomoću kojih se mogu izračunati parametri  a, b, c:
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Radna tabela za izračunavanje parabole II. stupnja ima ove stupce:

	Godina
	Yi
	Xi
	Xi2
	Xi4
	Xi Yi
	Xi 2Yi
	Vrijednosti trenda YC

	1991.
	108
	
	
	
	
	
	107,43

	1992.
	106
	
	
	
	
	
	104,57

	1993.
	104
	
	
	
	
	
	107,00

	1994.
	111
	
	
	
	
	
	114,71

	1995.
	134
	
	
	
	
	
	127,71

	1996.
	146
	
	
	
	
	
	146,00

	1997.
	168
	
	
	
	
	
	169,57

	Ukupno
	877
	0
	28
	196
	290
	3730
	876,99



Jednadžba parabole II. stupnja za navedeni primjer glasi:

Yc= 114,71428 + 10,357 X + 2,642857 X2.
Analiza varijance je metoda kojom se ispituje reprezentativnost dobivenog trenda:
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Grafički prikaz parabole II. stupnja
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Eksponencijalni trend je jedna vrsta krivolinijskog trenda koja se koristi za pojave koje se ponašaju prema eksponencijalnoj krivulji.


Jednadžba eksponencijalnog trenda
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Ishodište na početku razdoblja
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Ishodište u sredini razdoblja
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Radna tabela za izračunavanje eksponencijalnog trenda ima ove stupce:

	Godina
	Yi
	Xi
	Xi2
	log Yi
	Xi log Yi
	Vrijednosti trenda YC

	1991.
	108
	
	
	
	
	97,29

	1992.
	106
	
	
	
	
	105,74

	1993.
	104
	
	
	
	
	114,20

	1994.
	111
	
	
	
	
	123,34

	1995.
	134
	
	
	
	
	133,21

	1996.
	146
	
	
	
	
	143,86

	1997.
	168
	
	
	
	
	155,37

	Ukupno
	877
	0
	28
	14,63784
	0,96382
	873,01


Jednadžba eksponencijalnog trenda za prethodni primjer glasi:

Yc= 123,34 * 1,08X
Analiza varijance je metoda kojom se ispituje reprezentativnost dobivenog trenda:


[image: image58.wmf]s

2

2

=

-

å

(

)

Y

Y

N

 ,

[image: image59.wmf]s

p

C

Y

Y

N

2

2

=

-

å

(

)

 ,

[image: image60.wmf]s

np

C

Y

Y

N

2

2

=

-

å

(

)

 ,  

[image: image61.wmf]X

p

%

=

×

s

s

2

2

100

.


VAŽNO:

Izbor oblika trenda (bilo linearnog ili krivolinijskog) ovisi o stupnju reprezentativnosti  trenda; optimalan je onaj trend za koji je odnos protumačene i ukupne varijance najpovoljniji.


Ako se usporede rezultati zadanog primjera

	Vrsta trenda
	Stupanj
reprezentativnosti trenda

	Linearni
	82,1 %

	Parabola II. stupnja 
	97,2 %

	Eksponencijalni 
	79,8 %


izlazi da se u zadanom primjeru parabola II. stupnja najbolje prilagođava zadanim frekvencijama, što se može provjeriti na grafikonu.

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


VJEŽBA 4.4. Trend
Zadatak 4.4.1.
Za broj kontejnerskih brodova u svijetu, a na temelju podataka za razdoblje od 1992. do 2001., odrediti tendenciju kretanja. Za ishodište uzeti:

1) sredinu razdoblja.

2)
31.12.1992.

3)
30.06.1992. 

Ispisati jednadžbe trenda pod 1), 2) i 3) i objasniti parametre a i b. Usporediti dobivene rezultate.

Zadatak 4.4.2.
Na grafikonu iz zadatka 4.1.4. ucrtati jednadžbu trenda iz prethodnog zadatka. Što se može zaključiti o prilagođavanju trenda empirijskim podacima?

Zadatak 4.4.3.
Odgovarajućom metodom ispitati reprezentativnost trenda izračunatog u zadatku 4.4.1. Koji je zaključak? Je li se zaključak o reprezentativnosti trenda, dobiven računski, poklapa sa zaključkom na temelju grafikona iz zadatka 4.4.2.?

Zadatak 4.4.4.
Koristeći rezultate iz prethodnog zadatka, grafički i računski procijeniti broj brodova koji se može očekivati u 2005. godini. Do koje se mjere može koristiti trend kao metoda za prognozu? Koja se pretpostavka mora ostvariti da bi prognoza bila ostvarena?

Zadatak 4.4.5.
Očekivani broj brodova u 2005. godini iz prethodnog zadatka usporediti s rezultatom dobivenim u zadatku 4.3.7. Obrazložiti moguće načine procjene.

Zadatak 4.4.6.
Zadan je intervalni vremenski niz za razdoblje od 1991. do 1997. godine s ovim frekvencijama: 108, 106, 104, 111, 134, 146, 168. Odrediti jednadžbu linearnog trenda s ishodištem u sredini razdoblja, zatim s ishodištima 30.6.1991., 30.6.1990. i 1.1.1993.

Usporediti parametre dobivenih jednadžbi i obrazložiti kako promjena ishodišta utječe na vrijednosti parametara jednadžbe te na vrijednosti trenda za pojedine vremenske jedinice.

Zadatak 4.4.7.
Odgovarajućom metodom ispitati reprezentativnost prethodno izračunatog trenda. Kako se donosi odluka o optimalnoj krivulji koja se najbolje prilagođava originalnim frekvencijama?
Zadatak 4.4.8.
Za podatke iz zadatka 4.4.6. izračunati parabolu drugog stupnja i eksponencijalni trend te ispitati njihovu reprezentativnost. 

Na kraju odrediti optimalnu liniju trenda i zaključak provjeriti na grafikonu s ucrtanim empirijskim frekvencijama i frekvencijama koje pripadaju pojedinoj vrsti trenda.
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