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Vježba 10. Otvoreni transportni problem

1. Zadan je problem s tri ishodišta i tri odredišta sljedećeg sadržaja:

Ponuda       –  7, 5, 3 jedinica, respektivno.

Potražnja    –  8, 4, 6 jedinica, respektivno.

Udaljenost u kilometrima

	10
	5
	3

	8
	4
	6

	12
	10
	5



Prijevoz na relaciji (2,2) nije moguć.

a) Postaviti početno rješenje po metodi sjeverozapadnog kuta. Zašto je dobiveno rješenje degenerirano? U koje se polje stavlja kamen s vrijednosti 0?

b) Odrediti plan prijevoza jedinica iz pojedinog ishodišta do zadanih odredišta uz minimalnu ukupnu udaljenost. Za izračunavanje relativnih troškova primijeniti metodu skakanja s kamena na kamen. Usporediti međusobno pojedine iteracije. U kojem slučaju dvije iteracije imaju istu vrijednost funkcije kriterija? Odgovor objasniti na zadanom primjeru.

c) Analizirati optimalno rješenje. Posebno objasniti vrijednosti iz optimalnog rješenja x41 = 3, x22 = 0 i x23 = 0. Kako bi se ti rezultati primijenili u praksi?

RJEŠENJE.

Ad a)
S obzirom na postavljeni uvjet u matricu transporta unesen je u polje (2,2) jedinični trošak  c22 = 100. Početni program: Z = 493 kilometra; x11 = 7, x21 = 1, x22 = 4, x33 = 3, x43 = 3 jedinice. Rješenje je degenerirano zbog jednakosti parcijalnih suma ponude i potražnje:  a1 + a2 = b1 + b2 = 12. Kamen s vrijednosti 0 stavljen je u polje (2,3), ali je moguće i na polje (3,2). 

Ad b)
Peta iteracija (optimalno rješenje):

Z = 84 km; x12 = 4, x13 = 3, x21 = 5, x23 = 0, x33 = 3, x41 = 3 jedinice.

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


2. Razmatra se problem mjesečnog snabdijevanja s određenim proizvodom četiri potrošača iz tri proizvođačka centra. Količine proizvodnje su: 450, 400 i 550 tona, respektivno, a potrebe potrošača: 300, 300, 300 i 300 tona, respektivno.

Udaljenosti između proizvođača i potrošača u kilometrima iznose:

	Potrošač
Proizvođač
	1.
	2.
	3.
	4.

	1.
	26
	38
	19
	21

	2.
	22
	40
	48
	26

	3.
	30
	50
	34
	20


a) Postaviti početno rješenje po Vogelovoj metodi.

b) Objasniti razliku između Vogelove metode i metode skakanja s kamena na kamen, odnosno MODI-metode. Na koji se način te metode primjenjuju u rješavanju transportnih problema?

c) Izračunati optimalno rješenje, tj. odrediti iznos tona tereta koji će se prevoziti od proizvođača do potrošača najkraćim putem. Pritom koristiti MODI-metodu.

d) Kako bi se protumačio i proveo u praksi rezultat x35 = 200?

e) Na koji bi način trebalo uzeti u obzir ograničenje da je na relacijama (2,1) i (3,4) obustavljen promet zbog rekonstrukcije prometnice? Koliko u tom slučaju iznosi minimalna udaljenost? Usporediti dobiveno optimalno rješenje s rezultatima iz točke c).

RJEŠENJE.

Ad a)
Početno rješenje po Vogelovoj metodi glasi: Z = 32000 tkm;

x12 = 150, x13 = 300, x21 = 50, x22 = 150, x25 = 200, x31 = 250, x34 = 300 tona.

Ad b)
Vogelova metoda je jedna od metoda kojom se postavlja početno rješenje transportnog problema. Međutim, takav se program može prihvatiti i kao aproksimativno rješenje promatranog transportnog problema.

Ad c)
Primjenom MODI-metode na početno rješenje iz točke a) dobivena su ova bazična rješenja (iteracije):

II. bazično rješenje: Z = 30400 tkm;

x12 =150, x13 =300, x21 =250, x22 =150, x31 =50, x34 =300, x35 =200 tona;


u1 = 0, u2 = 2, u3 = 10; v1 = 20, v2 = 38; v3 = 19, v4 = 10, v5 = −10;

c'11 = 6, c'14 = 11, c'15 = 10; c'23 = 27, c'24 = 14, c'25 = 8, c'32 = 2, c'33 = 5, na temelju čega slijedi da je ovo rješenje optimalno i da minimalna udaljenost za zadani problem iznosi 30400 tonskih kilometara.

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


3. Odjel veleprodaje, koji ima na zalihi određene količine cementa tipa “Portland” smještene u tri skladišta, treba organizirati prijevoz za tri naručitelja prema ovim uvjetima:

Iz prvog skladišta treba isporučiti 600 tona cementa, iz drugog skladišta 800 tona i iz trećeg skladišta 300 tona cementa. U prvo odredište treba poslati 500 tona, u drugo odredište 200 tona, a u treće odredište 1000 tona cementa. Cement je za sva tri naručitelja iste vrste. 

Cijene prijevoza u novčanim jedinicama jedne tone cementa po pojedinim relacijama navedene su u tabeli:

	Odredište
Skladište
	O1
	O2
	O3

	S1
	2
	7
	5

	S2
	3
	1
	4

	S3
	5
	3
	7


a) Postaviti jedno moguće rješenje zadanog transportnog problema. Izračunati ukupne troškove prijevoza.

b) Postaviti početno rješenje po: metodi sjeverozapadnog kuta, metodi najmanjih troškova i Vogelovoj metodi te ih međusobno usporediti i objasniti razlike.

c) Odabrati jedno početno rješenje iz točke b) i odgovarajućim metodama odrediti optimalno rješenje.

d) Ispitati kako se mijenja optimalno rješenje ako se potražnja drugog naručitelja poveća 50%. Obrazložiti dobivena rješenja.

RJEŠENJE.

Ad b)
Početni program:

1) metoda sjeverozapadnog kuta

Z = 6700 n. j.; x11 = 500, x12 = 100, x22 = 100, x23 = 700, x33 = 300 tona.

2) metoda najmanjih troškova

Z = 6200 n. j.; x11 = 500, x13 = 100, x22 = 200, x23 = 600, x33 = 300 tona.

3) Vogelova metoda

Z = 6000 n. j.; x11 = 500, x13 = 100, x23 = 800, x32 = 200, x33 = 100 tona.

Ad c)
Druga iteracija: Min Z = 6000 n. jedinica; x11 = 500, x13 = 100, x23 = 800, x32 = 200, x33 = 100. Rješenje je optimalno.

Ad d)
Optimalno rješenje glasi: Min Z = 5600 n. j.; x11 = 500, x13 = 100, x23 = 800, x32 = 300, x33 = 0, x43 = 100.

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


4. Iz tri skladišta otprema se određena roba u četiri prodavaonice. Udaljenosti od pojedinog skladišta do svake prodavaonice dane su u tabeli (u km):

	Prodavaonice
Skladišta
	P-1
	P-2
	P-3
	P-4

	1.
	32
	28
	50
	46

	2.
	24
	34
	38
	68

	3.
	56
	62
	43
	76


Troškovi prijevoza zavise linearno od udaljenosti i to 2 novčane jedinice po jednom kilometru udaljenosti.

Kapacitet pojedinog skladišta je 100 tona, ali raspoloživa količina iznosi 80%, 90% i 100% od ukupnog kapaciteta skladišta, respektivno.

Narudžbe prodavaonica su 80, 100,120 i 60 tona robe, respektivno.

a) Odrediti plan snabdijevanja prodavaonica iz postojećih skladišta uz minimalne troškove prijevoza.

b) Na temelju rezultata iz prethodne točke objasniti kako se mijenja optimalni program ako se skladišta napune robom, a potrošnja ostane nepromijenjena?

RJEŠENJE:

Ad a) Optimalno rješenje glasi: Min Z = 17600 novčanih jedinica;

x12 = 80, x21 = 80, x22 = 10, x33 = 100, x42 = 10, x43 = 20, x44 = 60 tona.

Ad b) Optimalno rješenje glasi: Min Z = 19560 novčanih jedinica;

x12 = 100, x21 = 80, x22 = 0, x23 = 20, x33 = 100, x43 = 0, x44 = 60 tona; 

c'11 = 28, c'13 = 36, c'14 = 28, c'24 = 60, c'31 = 54, c'32 = 46, c'34 = 66, c'41 = 28, c'42 = 8.

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


5. Problem je nastavak zadatka iz poglavlja o linearnom programiranju.

Dobivena količina proizvoda A (x1=700) raspoređuje se na kupce (K1, K2, K3), koji su dostavili svoje maksimalne mjesečne potrebe u iznosu od 300, 200 i 350 komada proizvoda A, respektivno.

Količina proizvoda A smještena je u trima skladištima prema njihovom kapacitetu u omjeru 2:1:2.

Troškovi prijevoza po komadu proizvoda A od pojedinih skladišta do sjedišta kupaca, izraženi u novčanim jedinicama, dani su u sljedećoj tabeli:

	Kupci
Skladište
	K1
	K2
	K3

	S1
	30
	34
	24

	S2
	20
	28
	35

	S3
	25
	15
	10


Budući da proizvođač prema ugovoru snosi troškove prijevoza od skladišta do sjedišta kupaca, u njegovom je interesu rasporediti proizvedene količine proizvoda A na kupce tako da ukupni prijevozni troškovi budu minimalni.

Analizirati dobiveno optimalno rješenje. Kako se u praksi rješava pojava fiktivnog ishodišta, odnosno odredišta?

RJEŠENJE.

Riječ je o otvorenom transportnom problemu s potražnjom većom od ponude.

Optimalno rješenje glasi: Min Z = 13380 n. j.;

x11 = 10, x13 = 270, x21 = 140, x32 = 200, x33 = 80, x41 = 150 kom.

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


6. Problem je zadan sa sljedećim elementima:

· Građevinski se radnici dnevno prevoze autobusom od mjesta stanovanja do gradilišta.

· Prijevoz po jednom radniku u novčanim jedinicama plaća poduzeće koje zapošljava radnike prijevozniku prema ugovoru ovisno o mjestu stanovanja i gradilištu:

	7
	8
	3
	8

	9
	13
	1
	4

	4
	7
	2
	5


· Mjesta stanovanja su A, B, C; broj raspoloživih radnika 10,5,5, respektivno.

· Gradilišta su G1, G2, G3, G4; broj potrebnih radnika 10, 8, 4, 8, respektivno.

a) Na temelju zadanih elemenata definirati zadatak i odrediti kriterij optimalnosti.

b) Postaviti matematički model zadanog problema. Objasniti kako je u modelu označen broj radnika, a kako su označeni troškovi prijevoza.

c) Izračunati optimalno rješenje i objasniti dobivene rezultate. Budući da je broj raspoloživih radnika manji od potrebnog broja na gradilištima, koje gradilište, prema optimalnom rješenju, ima najnepovoljniju lokaciju?

d) Da li je za prijevoz, koji se redovito odvija na nekoj relaciji za posebnu skupinu korisnika (tzv. poseban prijevoz), povoljnije ugovoriti iznos prema broju osoba i duljini relacije ili, pak, fiksni iznos za dnevnu vožnju autobusom bez obzira na broj osoba? Može li ista odluka zadovoljiti interese prijevoznika i korisnika usluge prijevoza?

RJEŠENJE.

Ad c)
Optimalno rješenje glasi: Min Z = 95 novčanih jedinica dnevno;

x11 = 6, x13 = 4, x24 = 5, x31 = 4, x34 = 1, x42 = 8, x44 = 2 radnika. Međutim, postoje i druga optimalna rješenja.

Radnici iz mjesta A odlaze na prvo i treće gradilište, iz mjesta B na četvrto gradilište, a iz mjesta C na prvo i četvrto gradilište. Ovim rasporedom gradilišta G2 i G4 neće biti zadovoljena, što slijedi iz činjenice da je raspoloživi broj radnika manji od potrebnog broja radnika na gradilištima. Najnepovoljnija je lokacija gradilišta G2 koje se “snabdijeva” iz fiktivnog ishodišta. Prema sadašnjoj situaciji treba eliminirati ovo gradilište.
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


7. Poduzeće ima tri pogona za proizvodnju iste vrste robe u Rijeci, Zagrebu i Splitu. Roba se pakuje u kolete tako da svaki proizvod čini jedan kolet. Mjesečno iz proizvodnih pogona izlaze sljedeće količine koleta:

	Rijeka
	350

	Zagreb
	400

	Split
	250


Trenutno takvu robu potražuju četiri inozemna kupca iz različitih mjesta u sljedećim količinama:

	Graz
	260

	M(nchen
	290

	Prag
	220

	Berlin
	180


Poduzeće ima zaključen ugovor s međunarodnim otpremnikom koji organizira otpremu njegovih proizvoda i koji se odlučuje za prijevoz željeznicom. Prema željezničkoj tarifi vozarina po koletu izražena u novčanim jedinicama iznosi na pojedinim relacijama:

	Odredište

Ishodište
	Graz
	M(nchen
	Prag
	Berlin

	Rijeka
	10
	38
	73
	105

	Zagreb
	  8
	40
	70
	100

	Split
	18
	47
	80
	110


Sastaviti mjesečni plan snabdijevanja kupaca uz minimalne troškove prijevoza za slučaj da se iz sva tri ishodišta koleti otpremaju kao komadne (denčane) pošiljke na temelju vozarina iskazanih u tabeli.
RJEŠENJE.

	Odredište
Ishodište
	Graz
	M(n-chen
	Prag
	Berlin
	Fikt.
odred.
	Broj
koleta

	Rijeka
	10

  60
	38
290
	73
	105
	0
	350

	Zagreb
	8

200
	40
	70
200
	100

	0
	400

	Split
	18
	47

	80
20
	110
180
	0
50
	250

	Broj

Koleta
	260
	290
	220
	180
	50
	1000


Min Z = 48620 novčanih jedinica; međutim postoje još dva optimalna rješenja.

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


8. Tri proizvođača bezalkoholnih pića snabdijevaju četiri prodajna centra istarsko-kvarnerske regije tijekom turističke sezone. Cestovna udaljenost od proizvođača do prodajnih centara u kilometrima navedena je u tablici:

	Prod.centar
Proizvođač
	Crikve-nica
	Rijeka
	Pula
	Opatija

	Rijeka 
	  34
	    5
	104
	11

	Pula
	138
	104
	    3
	93

	Opatija
	  45
	  11
	  93
	  2


Maksimalna proizvodnja iznosi tjedno 5, 8 i 7 tisuća litara, odnosno boca pića, respektivno. Tjedne potrebe potrošača su 3, 10, 8 i 4 tisuća litara, respektivno.

a) Odgovarajućim metodama odrediti plan prijevoza bezalkoholnog pića od proizvođača do prodajnih centara s ciljem da udaljenost bude minimalna.

b) Rezultate iz točke a) usporediti s varijantom da se za kriterij uzmu troškovi prijevoza, i to: za prijevoz jedne tisuće litara dvije novčane jedinice po jednom kilometru za udaljenosti do 80 km, a jednu novčanu jedinicu za udaljenosti veće od 80 km.

c) Budući da je proizvodnja manja od potražnje potrebno je “pronaći” novog proizvođača; predložena je lokacija u Crikvenici 2 kilometra udaljena od potrošača u Crikvenici. Odrediti optimalna rješenja uzevši u obzir novu lokaciju i kriterije iz točke a) i točke b).

d) Usporediti dobivene rezultate i donijeti odgovarajuću poslovnu odluku o snabdijevanju bezalkoholnih pića tijekom turističke sezone.

RJEŠENJE.

Ad a)
Optimalno rješenje glasi: Min Z = 90 litara-km (tisuće litara x iznos kilometara);

x12 = 5, x23 = 8, x24 = 0, x32 = 3, x34 = 4, x41 = 3, x42 = 2 tisuće litara, odnosno boca.

Ad c) Iz prethodnih rezultata logično slijedi uvođenje novog ishodišta da se ponuda izjednači s potražnjom. Pripadajuće udaljenosti cij za Crikvenicu iznose: c41=2, c42=34, c43=138, c44=45. Min Z = 164 litara-km; snabdijevanje prodajnih centara jednako je kao i u prethodnim točkama, jedino što je sada proizvođač u Crikvenici preuzeo snabdijevanje Crikvenice i djelomično Rijeke. Također, ni uvođenje troškova prijevoza nije utjecalo na raspored iz prethodnih točaka.
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