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Vježba 11. Posebni problemi

1. Proizvođač s tri proizvodne lokacije treba sastaviti plan snabdijevanja svojim osnovnim proizvodom četiri potrošača.

Mogućnosti isporuka proizvođača su: 70, 50 i 80 jedinica, respektivno.

Potrebe potrošača su: 60, 50, 40 i 50 jedinica, respektivno.

Troškovi prijevoza po jednoj jedinici proizvoda izraženi u novčanim jedinicama dani su u tabeli:

	Potrošač

Lokacija
	I.
	II.
	III.
	IV.

	I.
	10
	5
	16
	36

	II.
	11
	7
	    8
	30

	III.
	  6
	9
	10
	32


Budući da su troškovi prijevoza jedne jedinice za četvrtog potrošača znatno veći nego za ostale potrošače, ali su najmanji od druge proizvodne lokacije, može se pretpostaviti da će se najvjerojatnije četvrti potrošač snabdijevati isključivo od drugog proizvođača jer je za očekivati da će ta odluka utjecati na niže ukupne troškove prijevoza.

Izračunati optimalno rješenje te provjeriti može li se prihvatiti postavljena pretpostavka. Obrazložiti dobivene rezultate.

RJEŠENJE.

Optimalno rješenje glasi: Min Z = 2590 novčanih jedinica; x11= 20, x12= 50, x23= 40, x24= 10, x31= 40 i x34 = 40 jedinica proizvoda, što znači da su najmanji troškovi prijevoza ako se prvi potrošač snabdijeva iz prve i treće proizvodne lokacije, drugi potrošač također iz prve lokacije, a treći potrošač iz druge lokacije. Prema optimalnom rješenju četvrti potrošač dobiva proizvode djelomično od drugog, ali također i od trećeg proizvođača.

Iako je mogućnost isporuke drugog proizvođača 50 jedinica kolika je potražnja četvrtog potrošača, ipak prema optimalnom rješenju pretpostavka postavljena u zadatku nije ostvarena.; četvrti potrošač se djelomično snabdijeva od drugog, a većim dijelom od trećeg proizvođača.

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


2. Poduzeće prodaje robu iste uporabne vrijednosti na tri mjesta. Potražnja na prvom prodajnom mjestu je 15 pošiljaka, drugom 10 i trećem 25 pošiljaka koje dobavljač naručuje od tri različitih proizvođača u ovim količinama: od prvog 10 pošiljaka, drugog 25 i od trećeg proizvođača 15 pošiljaka.

Zavisno od proizvođača i prodajnog mjesta, razlika u cijeni koju ostvaruje dobavljač, izražena u tisućama novčanim jedinicama po jednoj pošiljci, iznosi:

	Prod. mjesto

Proizvođač
	I.
	II.
	III.

	I.
	4
	6
	  8

	II.
	3
	9
	11

	III.
	5
	9
	  7


Dobavljač nastoji postići maksimalnu razliku u cijeni. Koji program snabdijevanja ostvaruje postavljeni cilj i koliko iznosi maksimalna razlika?

RJEŠENJE.

Optimalno rješenje zadanog problema glasi:

Max Z = 430 tisuća n. j.; x11= 10, x13= 0, x23= 25, x31= 5, x32= 10 pošiljaka.

S obzirom na specifičnost zadatka navode se sva bazična rješenja koristeći različite metode za postavljanje početnoga rješenja:

Metoda najmanjih troškova
I.
Z = 410;  x13= 10, x21=  0, x22= 10, x23= 15, x31= 15; promjena na (1,1).

II.
Z = 410;  x11=   0, x13=10, x22= 10, x23= 15, x31= 15; promjena na (2,2).

III.
Z = 430;  x11= 10, x13=  0, x23= 25, x31=   5, x32= 10; opt. rješenje.

Vogelova metoda

I.
Z = 430;  x11= 10, x22=  0, x23= 25, x31=   5, x32= 10; opt. rješenje.

Metoda sjeverozapadnoga kuta

I.
Z = 360;  x11= 10, x21=  5, x22= 10, x23= 10, x33= 15; promjena na (3,1).

II.
Z = 390;  x11= 10, x22=10, x23= 15, x31=   5, x33= 10; promjena na (3,2).

III.
Z = 430;  x11= 10, x23=25, x31=   5, x32= 10, x33=   0; promjena na (1,3).

IV.
Z = 430;  x11= 10, x13=  0, x22= 25, x31=   5, x32= 10; opt. rješenje.

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


3. U luku je stigao brod s teretom za domaćeg naručitelja koji zahtijeva od svog otpremnika da se teret što prije dopremi do odredišta. Otpremnik je organizirao prijevoz željeznicom i s tri ranžirna kolosijeka uputio vagone do četiri skladišta gdje je teret uskladišten.

Podaci o broju raspoloživih vagona na pojedinom kolosijeku te broju vagona koje treba isporučiti pojedinom skladištu kao i vrijeme u minutama potrebno da vagon stigne od kolosijeka do skladišta dani su u tabeli:

	Skladište

Kolosijek
	S1
	S2
	S3
	S4
	Broj

vagona

	K1
	25
	22
	48
	32
	12

	K2
	50
	24
	30
	41
	  8

	K3
	20
	44
	39
	34
	11

	Broj vagona
	15
	5
	8
	3
	31/31


a) Odrediti optimalan plan upućivanja vagona do pojedinih skladišta s ciljem da “utrošeno” vrijeme bude minimalno. Koliko ono iznosi u satima?

b) Analizirati optimalno rješenje.

RJEŠENJE.

Ad a)
Optimalno rješenje zadanog problema glasi: Min Z = 766 minuta;

x11= 4, x12= 5, x14= 3, x23= 8, x31= 11 vagona.

Ad b)
Minimalno ukupno vrijeme za isporuku vagona do skladišta iznosi 766 minuta, odnosno 12 sati i 46 minuta. Međutim, dobiveni rezultat ne znači da je potrebno toliko vrijeme da vagoni stignu do skladišta, jer vagoni mogu krenuti istodobno s različitih kolosijeka, a isto tako i veći broj vagona s pojedinog kolosijeka biti otpremljen zajedno do određenog skladišta.

U ovom slučaju “minimalno vrijeme” iz točke a) označava vrijeme “prazne vožnje”, odnosno vrijeme na temelju kojeg se mogu planirati troškovi vezani za dostavu vagona.

Za razliku od ovog zadatka koji je slučaj minimizacije vremena prve vrste, u praksi se javljaju slučajevi minimizacije vremena druge vrste kada se traži minimalno vrijeme svih “dostava”.

I ovaj se zadatak može promatrati sa stajališta da se za kriterij optimizacije uzme vrijeme u kojem će svi vagoni biti dostavljeni do skladišta.

Najkraće moguće vrijeme, koje se očita iz matrice optimalnog rješenja, je najduže vrijeme od svih relacija uključenih u optimalnom rješenju. U ovom zadatku to je:


tmax = max{ 25,22,32,30,20 } = t14 = 32,

što znači da će svi vagoni biti isporučeni u vremenu od 32 minute. Naravno, to vrijedi pod uvjetom da isporuka vagona započinje istodobno sa sva tri kolosijeka. Ako to nije slučaj, onda se ukupno vrijeme isporuke vagona dobije zbrajanjem vremena svih relacija koje su uključene u optimalno rješenje, a to je:

Σ tij = 25 + 22 + 32 + 30 + 20 minuta = 135 minuta.

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


4. Robu smještenu u tri veleprodajna skladišta treba dnevno prevoziti do tri maloprodajna skladišta. Količina robe kao i troškovi skladištenja dani su u tabeli:

	Skladište
	Količina

robe(t)
	Troškovi

(n.j./t)

	S1
	30
	10

	S2
	28
	17

	S3
	42
	12

	Ukupno
	100
	–


Narudžbe maloprodajnog skladišta iznose 33, 31, 36 tona, respektivno, a troškovi prijevoza robe (n.j./t) od pojedinog veleprodajnog skladišta do pojedinog maloprodajnog skladišta iznose:

	Potražnja
Skladište
	P1
	P2
	P3

	S1
	10
	18
	21

	S2
	20
	11
	13

	S3
	15
	  9
	28


a)
Sastaviti matricu transporta zadanog problema uzevši u obzir troškove skladištenja i troškove prijevoza.

b)
Odgovarajućom metodom izračunati optimalno rješenje, tj. odrediti dnevni plan prijevoza robe iz pojedinog veleprodajnog skladišta do pojedinog maloprodajnog skladišta s ciljem da ukupni troškovi (skladištenja i prijevoza) budu minimalni.

c)
Usporediti dobiveno optimalno rješenje s varijantom da se ne uzmu u obzir troškovi skladištenja već samo troškovi prijevoza.

d)
Kako ograničenje da se na relaciji S3 – P2 ne može prevoziti roba utječe na optimalno rješenje iz točke b)?

RJEŠENJE.

Ad b) Min Z = 2476 n. jedinica; x11= 22, x13= 8, x23= 28, x31= 11, x32= 31 tona tereta.

Ad c) Min Z = 1196 n. jedinica; x11= 22, x13= 8, x23= 28, x31= 11, x32= 31 tona tereta.

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


5. Tri proizvođača X, Y, Z upućuju dnevno svoje proizvode na četiri prodajna mjesta. Troškovi prijevoza jedne tone robe od proizvođača do prodajnog mjesta, izraženi u novčanim jedinicama, dani su u tabeli:

	Prod. Mjesto

Proizvođač
	A
	B
	C
	D

	X
	46
	54
	32
	  36

	Y
	24
	34
	40
	102

	Z
	44
	56
	24
	  64


Prodajna mjesta dnevno naručuju 44, 70, 50 i 82 tone robe, a proizvođači dnevno proizvode 60, 80 i 50 tona.

a) Odrediti plan snabdijevanja prodajnih mjesta s postojećim proizvođačima uz minimalne troškove prijevoza. Obrazložiti dobivene rezultate.

b) Kako se mijenja optimalan program ako se proizvodnja proizvođača X poveća za 10%, a potrošnja ostane nepromijenjena?

c)
Kako se mijenja optimalan program ako se proizvodnja proizvođača X poveća 10 %, proizvođača Y za 20%, a narudžba prodajnog mjesta C poraste za 30 tona? K tome treba dodati da proizvođač Y ne upućuje robu na prodajno mjesto C zbog novonastalih transportnih poteškoća i da narudžba prodajnog mjesta D mora biti podmirena.

RJEŠENJE.

Ad a)
Min Z = 5 640 n. j.; x14 = 60, x21 = 44, x22 = 36, x33 = 50, x42 = 34, x44 = 22 tone. S obzirom da je potražnja veća od ponude, količine x4j, j=2,4 odnose se na fiktivno ishodište, što znači da odredišta B i D prema ovom optimalnom rješenju neće moći biti snabdijevana u potpunosti.

Ad b)
Min Z = 5 856 n. j.; x14 = 66, x21 = 44, x22 = 36, x33 = 50, x42 = 34, x44 = 16 tona. Povećanje ponude proizvođača X za 6 tona još uvijek je nedovoljno za izjednačenje s ukupnom potražnjom; i dalje odredišta B i D dobivaju manje od svojih potreba.

Ad c)
U novonastalim uvjetima dolazi do promjena u matrici transporta: a1′= 66 tona, a2′= 96 tona, b3′= 80 tona, za relaciju (2,3) koja ne smije ući u optimalno rješenje zbog nemogućnosti prijevoza uzima se da je c23′= 100 novčanih jedinica, a b4 će biti podmirena ako ne bude u optimalno rješenje uključena relacija, odnosno polje (4,4) koje se odnosi na fiktivno ishodište, a to je moguće ako se također pretpostavi proizvoljno velik trošak, primjerice: c44′= 100 novčanih jedinica.

Uz ove uvjete optimalno rješenje glasi: Min Z = 7 040 n. j.;

x14 = 66, x21 = 44, x22 = 52, x33 = 34, x34 = 16, x42 = 18, x43 = 46 tona.


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


6. Zadan je problem s tri ishodišta i 5 odredišta. Dnevni kapacitet ishodišta iznosi: 25,20,35 tona, respektivno. Potrebe odredišta su dnevno: 30, 15, 20, 25 i 20 tona, respektivno.

Troškovi prijevoza jedne tone u novčanim jedinicama dani su u tabeli:

	Odredište

Ishodište
	O1
	O2
	O3
	O4
	O5

	I1
	10
	20
	14
	22
	15

	I2
	12
	10
	  8
	18
	16

	I3
	 7
	16
	  6
	16
	10


Budući da su potrebe veće od kapaciteta ishodišta, potrebno je izgraditi još jedno ishodište s dnevnim kapacitetom od 30 tona. Za lokaciju novog ishodišta postoje dva prijedloga, a prihvatit će se onaj u kojem su manji ukupni troškovi prijevoza. Prema prvoj varijanti ukupni troškovi prijevoza iznose 1200 novčanih jedinica. Za drugu varijantu ukupni troškovi nisu izračunati, ali se zna da su troškovi prijevoza po jednoj toni od predložene lokacije do odredišta: 14, 15, 12, 14 i 20 novčanih jedinica.

a) Odrediti optimalan program prijevoza druge varijante.

b) Rezultate usporediti s prvom varijantom i donijeti odluku o lokaciji četvrtog ishodišta

RJEŠENJE.

Ad a)
Budući da su poznati troškovi prijevoza za potencijalno četvrto ishodište, onda se ti troškovi upisuju u matricu transporta.

Optimalno rješenje glasi: Min Z = 1145 n.j.;

x11 = 25, x22 = 15, x23 = 5, x31 =  5, x33 = 10, x35 = 20, x43 = 5, x44 = 25 tona.

Ad b)
Za lokaciju četvrtog ishodišta prihvaća se druga varijanta jer su ukupni troškovi prijevoza manji od 1200 novčanih jedinica.
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


7. Transportni problem ima tri potrošača s potražnjom od 20, 15 i 25 jedinica i pet proizvođača različitih kapaciteta i s različitim troškovima proizvodnje:

	Proizvođač
	Kapacitet
	Trošak proizvodnje

po jedinici proizvoda

	P1
	9
	100

	P2
	17
	102

	P3
	22
	110

	P4
	33
	105

	P5
	19
	108

	Ukupno
	100
	–


Troškovi prijevoza jedne jedinice od određenog proizvođača (ishodišta) do određenog potrošača (odredišta) dani su u tabeli:

	Potrošač
Proizvođač
	Pt1
	Pt2
	Pt3

	P1
	30
	27
	  8

	P2
	28
	  4
	12

	P3
	  3
	11
	  1

	P4
	13
	  2
	22

	P5
	25
	17
	  7


Odrediti optimalne lokacije proizvođača uzevši u obzir kriterij da ukupni troškovi proizvodnje i prijevoza budu minimalni.

RJEŠENJE.

S obzirom da zadani problem ima pored jediničnih troškova prijevoza i troškove proizvodnje, optimalno rješenje je ono koje daje minimalne ukupne troškove nabave.

Zbog toga je potrebno sastaviti matricu transporta koja sadrži za svaku relaciju troškove prijevoza i troškove proizvodnje zajedno.

Optimalno rješenje glasi: Min Z = 6652 n. j;

I. x13 =9, x22 =3, x23 =14, x31 =20, x33 =2, x42 =12, x44 =21, x54 =19 jedinica.

II. x13 =9, x22 =15, x23 =2, x31 =20, x33 =2, x44 =33, x53 =12, x54 = 7 jedinica.

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


8. Zaposleni struke Si (i = 1,2,3) upućuju se na usavršavanje u inozemne centre Cj (j = 1,2,3,4) u trajanju od 60 dana.

Centri imaju slobodna mjesta za 6, 6, 5, 5 kandidata, respektivno. Planirani broj kandidata iznosi 5, 3 i 6 zaposlenih po strukama, respektivno.

Troškovi usavršavanja, izraženi u EUR-ima po jednom danu, ovisno o struci i centru koji organizira usavršavanje, prikazani su u tabeli:

	Centar
Struka
	C1
	C2
	C3
	C4
	Broj planiranih

kandidata

	S1
	10
	18
	24
	20
	5

	S2
	30
	18
	36
	17
	3

	S3
	20
	54
	12
	15
	6

	Broj slobodnih
mjesta
	6
	6
	5
	5
	22/14


a) Odrediti optimalni raspored kandidata po pojedinim centrima uz minimalne troškove usavršavanja.

b) Ovaj se problem može razmatrati s dva suprotna stajališta: sa stajališta poslodavca koji šalje zaposlene na usavršavanje kao što je postavljeno u točki a) ili sa stajališta centara koji organiziraju usavršavanje. U prvom slučaju kriterij su minimalni troškovi, a u drugom slučaju maksimalni prihodi. Izračunati optimalno rješenje s maksimalnim prihodima i prodiskutirati dobivene rezultate.

RJEŠENJE.

Ad a)
Ovaj zadatak pretpostavlja da zaposleni određene struke mogu biti upućeni na usavršavanje u bilo koji od navedenih četiriju inozemnih centara, zato se može rješavati kao klasični transportni problem sa sljedećim elementima:

· ishodišta su struke, a broj planiranih kandidata ponuda ishodišta (ai),

· odredišta su centri, a broj slobodnih mjesta potražnja odredišta (bj),

· jedinični troškovi su troškovi usavršavanja (cij),

· broj kandidata određene struke koji se upućuje u pojedini centar (xij),

· minimalni troškovi usavršavanja su vrijednost funkcije cilja (Min Z).

Optimalno rješenje glasi: Min Z = 176 EUR dnevno;

x11 = 5, x24 = 3, x33 = 5, x34 = 1, x41 = 1, x42 = 6, x44 = 1.

Minimalni ukupni troškovi usavršavanja za ciklus od 60 dana iznose 10560 EUR za 14 kandidata, od kojih se kandidati struke S1 upućuju u C1, struke S2 u C4, a kandidati S3 u C3 i C4. Ovo rješenje pokazuje da u centrima ima još 8 slobodnih mjesta, i to u C1, C2 i C4.

Napomena: Zadatak se može rješavati uzevši u obzir dnevne troškove pa množiti ih s brojem dana koliko traje usavršavanje, kao što je prikazano u rješenju ovog zadatka, ili na početku rada u matricu transporta uvrstiti ukupne troškove usavršavanja za 60 dana po pojedinom centru i struci. Na kraju se dobiva isti rezultat.

Ad b)
U ovom slučaju ishodišta su centri usavršavanja, a odredišta struke kandidata; jedinični troškovi usavršavanja su prihodi za centre.

Optimalno rješenje glasi: Max Z = 540 EUR dnevno;

x14 = 6, x23 = 6, x31 = 2, x32 = 3, x41 = 3, x44 = 2.

Maksimalni očekivani ukupni prihod od usavršavanja je 540 EUR dnevno za 14 kandidata. Međutim, ovo je optimalno rješenje nerealno, jer, iako je centrima u interesu postići što veći prihod, kandidati su ti koji odabiru centre, a ne obrnuto.

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


9. Tri proizvođača izvoze jedan proizvod u četiri strane zemlje. Proizvodnja iznosi: 40, 80 i 60 jedinica proizvoda mjesečno, respektivno. Izvozne količine u pojedinu zemlju su: 30, 50, 70 i 30 jedinica proizvoda mjesečno, respektivno. Dobit koja se ostvaruje izvozom pojedinog proizvoda u određenu zemlju, izražena u novčanim jedinicama dana je u tabeli:

	Proizvođač
	Zemlja uvoza

	
	1.
	2.
	3.
	4.

	A
	2
	4
	6
	1

	B
	3
	4
	5
	7

	C
	4
	3
	2
	9


a) Odrediti plan izvoza zadanih proizvođača kojim se ostvaruje maksimalna dobit.

b) Odrediti plan izvoza zadanih proizvođača uz ograničenje da četvrta zemlja nije zainteresirana za uvoz proizvoda.

RJEŠENJE.

Ad a) Maksimalna dobit Max Z = 980 novčanih jedinica; x13 = 40 jedinica proizvođača A, x22 = 50 i x23 = 30 jedinica proizvođača B, x31 = 30 i x34 = 30 jedinica proizvođača C.

Ad b)
Max Z = 710 novčanih jedinica; x13 = 40 jedinica proizvođača A, x22 = 50 i x23 = 30 jedinica proizvođača B, x31 = 30 jedinica proizvođača C. Preostalih 30 jedinica proizvođača C odnose se na fiktivno odredište.

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


10. Na željezničke stanice Rijeka, Zagreb, Ljubljana i Karlovac jednom mjesečno stiže pošiljka od 2000, 1000, 200 i 500 komada nekog proizvoda, respektivno.

Navedeni se proizvod prodaje u Rijeci, Senju, Sisku i Puli potražnja kojeg iznosi 1500, 800, 700 i 1000 komada, respektivno.

Pošiljka se dostavlja kamionima od željezničke stanice do potrošača. Prijevoz organizira otpremnik “Animo” iz Rijeke. Cestovna udaljenost od pojedine željezničke stanice do potrošača u kilometrima iznosi:

	Mjesto
	Rijeka
	Senj
	Sisak
	Pula

	Rijeka
	0
	70
	208
	102

	Zagreb
	186
	234
	60
	288

	Ljubljana
	127
	197
	199
	207

	Karlovac
	130
	178
	78
	232


Na teritoriju Hrvatske cijena prijevoza kamionima je ujednačena i iznosi jednu novčanu jedinicu po kilometru udaljenosti, ali u Sloveniji, s obzirom na tečaj valute, prijevoz iz Ljubljane je 2,5 puta skuplji.

a) Sastaviti matricu transporta za zadani problem.

b) Odgovarajućim metodama odrediti količine proizvoda koje će se prevoziti kamionima otpremnika “Animo” od pojedine željezničke stanice do svakog potrošača, s ciljem da ukupni troškovi prijevoza budu minimalni.

c) Odrediti optimalan plan prijevoza proizvoda kamionima uz uvjet da prijevoz od željezničke stanice Rijeka do potrošača u Rijeci ne preuzimaju kamioni otpremnika “Animo”, već da taj prijevoz organizira posebno neki drugi prijevoznik.

d) Usporediti dobivena optimalna rješenja.

RJEŠENJE.

Ad b)
Optimalno rješenje: Min Z = 336100 n. jedinica;

x11 =1300, x14 =700, x22 =300, x23 =700, x31 =200, x42 =500, x54 =300 kom.

Ad c)
Ako otpremu u Rijeci preuzima neki drugi otpremnik tada se relacija (1,1) izbacuje iz raspoređivanja u matrici dodjeljivanjem proizvoljno velikog jediničnog troška. U tom slučaju optimalno rješenje glasi: Min Z = 451100 n.j.; x12 = 800, x13 = 200, x14 = 1000, x21 = 500, x23 = 500, x31 = 200, x41 = 500, x51 = 300 komada.

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


11. Tri proizvođača A1, A2 i A3 proizvode neku sirovinu u količinama od 20, 30 i 35 jedinica, respektivno. Sirovina se prevozi u skladišta B1, B2, B3 kapaciteti kojih su 15, 45, 25 jedinica, respektivno. Troškovi prijevoza jedinice sirovine od proizvođača do skladišta, izraženi u novčanim jedinicama, iznose:

	Skladište
Proizvođač
	B1
	B2
	B3

	A1
	6
	4
	2

	A2
	2
	3
	5

	A3
	3
	5
	9


Iz skladišta sirovina se prevozi do prerađivača C1, C2, C3 kapaciteta 10, 20, 55 jedinica, respektivno. Troškovi na tim relacijama u novčanim jedinicama iznose:

	Prerađivač

Skladište
	C1
	C2
	C3

	B1
	4
	2
	5

	B2
	2
	2
	2

	B3
	3
	6
	3


Prerađevina se zatim prevozi do potrošača D1, D2, D3, D4. Njihove potrebe su 50, 20, 5, 10 jedinica. Troškovi prijevoza od prerađivača do potrošača, u istim novčanim jedinicama, iznose:

	Potrošač

Prerađivač
	D1
	D2
	D3
	D4

	C1
	4
	1
	3
	6

	C2
	3
	3
	6
	2

	C3
	6
	2
	3
	6


a) Izračunati najmanje moguće troškove prijevoza od proizvođača sirovina preko skladišta i prerade do potrošača.

b) Grafički prikazati optimalno rješenje po fazama promatranog problema.

RJEŠENJE.

Ad a)
Zadatak predstavlja složeni transportni problem sastavljen od tri faze prijevoza: od proizvođača do skladišta, od skladišta do prerađivača i od prerađivača do potrošača. 

Takav se problem rješava na dva načina: rješavanje svake faze zasebno ili  rješavanje transportnog problema u cjelini formuliranjem višefaznog transportnog modela. Međutim, ovaj se način, zbog obimnosti, ne preporuča za “ručno” rješavanje.

Optimalno rješenje:

Prva faza. Proizvođač-potrošač

Min Z = 285 n. j.; x13 = 20,  x22 = 25,  x23 = 5,  x31 = 15,  x32 = 20 jedinica.

Druga faza. Skladište-prerađivač

Min Z = 195 n. j.; x12 = 15,  x21 = 10,  x22 = 5,  x23 = 30,  x33 = 25 ili

 x12 = 15,  x22 =  5,  x23 = 40, x31 = 10,  x33 = 15 jedinica.

Treća faza. Prerađivač-potrošač

Min Z = 325 n. j.; x11 = 10, x21 = 10, x24 = 10, x31 = 30, x32 = 20, x33 = 5 jedinica.

Zbrajanjem troškova pojedine faze dobiveni su najmanji ukupni troškovi prijevoza od proizvođača do potrošača u iznosu od 805 novčanih jedinica.

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


12. U četiri garaže smješteno je 2, 5, 3 i 3 kamiona istog tipa. Kamioni se upućuju na utovarna mjesta M1, M2 i M3 koja trebaju 3, 4, odnosno 5 kamiona. Udaljenost između garaža i utovarnih mjesta u kilometrima dana je u tabeli:

	Utov. mjesto
Garaža
	M1
	M2
	M3

	G1
	8
	3
	5

	G2
	3
	6
	3

	G3
	6
	8
	4

	G4
	8
	6
	9


Po obavljenom utovaru tereta, kamioni prevoze ukrcani teret do krajnjih odredišta, i to:

iz M1 x kamiona do mjesta M11, x kamiona do M12
iz M2 x kamiona do mjesta M21, x kamiona do M22
iz M3 x kamiona do mjesta M31, x kamiona do M32 .

Udaljenost između garaža i krajnjih odredišta dane su u tabeli:

	Odredište

Garaža
	M11
	M12
	M21
	M22
	M31
	M32

	G1
	5
	4
	9
	6
	8
	6

	G2
	9
	3
	5
	4
	6
	8

	G3
	6
	5
	8
	7
	9
	3

	G4
	6
	3
	9
	2
	8
	5


Zadatak je odrediti plan raspoređivanja kamiona na utovarna mjesta uz minimalnu praznu vožnju.

RJEŠENJE.

Praznom vožnjom drži se vožnja od garaže do utovarnog mjesta i nakon završenog posla, vožnja od istovarnog mjesta do garaže.

Ovaj se problem može svesti na klasičan transportni problem da se vrijeme prazne vožnje do prvog utovarnoga i od posljednjega istovarnoga mjesta do garaže zbroje za svaku relaciju, odnosno za svaku garažu.

Optimalno rješenje za zadani problem glasi:

Min Z = 1090 kilometara;

x11 = 5 kamiona, x11 = 5 kamiona, x11 = 5 kamiona, x11 = 5 kamiona, x11 = 5 kamiona, x11 = 5 kamiona, x11 = 5 kamiona, x11 = 5 kamiona, x11 = 5 kamiona, x11 = 5 kamiona,
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