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Vježba 9. Zatvoreni transportni problem

1. Zadan je transportni problem s četiri ishodišta i četiri odredišta. Ponuda ishodišta je 10, 28, 37 i 25 jedinica tereta, respektivno, a potražnja 30, 22, 24 i 24 jedinice tereta, respektivno.

Troškovi prijevoza po jedinici tereta, izraženi u novčanim jedinicama, iznose po pojedinoj relaciji:
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Na relaciji (4,3) prijevoz nije moguć jer ne postoji prometnica, a na relaciji (2,4) cesta je u lošem stanju pa se ne preporuča odvijanje prometa tom relacijom.

a) Odrediti početni program metodom sjeverozapadnog kuta i izračunati iznos ukupnih troškova prijevoza, vodeći računa o nepostojećim, odnosno “zabranjenim” relacijama.

b) Izračunati optimalno rješenje, tj. plan prijevoza tereta iz pojedinih ishodišta do pojedinih odredišta, da pritom ponuda ishodišta bude iskorištena i potražnja odredišta podmirena te troškovi prijevoza postignu minimalan iznos. Za poboljšavanje početnog programa koristiti metodu skakanja s kamena na kamen.

c) Da li za prethodno navedeni problem postoji više optimalnih rješenja? Ako postoje, izračunati ih i međusobno usporediti.

RJEŠENJE.

Na relacijama za koje nije moguć prijevoz iz objektivnih ili subjektivnih razloga za jediničan se trošak uzima proizvoljno velik pozitivan broj M i tako spriječi da određena relacija uđe u optimalan program. U ovom primjeru za relacije (4,3) i (2,4) uzet je proizvoljno velik jedinični trošak u iznosu od 100 n.j.

Pripadajući relativni troškovi su:
c'12 = 0, c'13 = 0, c'14 = 5, c'23 = 7, c'24 = 101, c'32 = 5, c'34 = 4, c'41 = 3, c'43 = 99, na temelju kojih slijedi zaključak da je treće bazično rješenje optimalno i da za zadani primjer minimalni troškovi prijevoza iznose 119 novčanih jedinica.

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


2. Zadana je matrica nabavke odabranog tipa vozila od dva proizvođača, s tri lokacije prodavatelja te troškovima prijevoza u n.j. po vozilu:

	Proizvođač
	Prodavatelj
	Ponuda

(broj vozila)

	
	L1
	L2
	L3

	P1
	52

x11
	38

x12
	69

x13
	13

	P2
	84

x21
	100

x22
	75

x23
	 7

	Potražnja

(broj vozila)
	6
	6
	8
	20/20


Napomena: Pretpostavljeno je da su proizvođačke cijene vozila približno jednake, a razlike su samo u troškovima prijevoza od mjesta proizvodnje do prodavatelja, koji prema ugovoru preuzima troškove prijevoza.

a) Na temelju zadanih podataka definirati zadani problem.

b) Postaviti matematički model zadanog problema. Što su varijable, a što funkcija cilja i ograničenja?

c) Izračunati optimalno rješenje zadanog problema pomoću simpleks tablice.

d) Pokazati da se optimalno rješenje može dobiti pomoću metoda za rješavanje transportnog problema.

e) Provesti analizu optimalnog rješenja i postoptimalnu analizu.

RJEŠENJE.

    Ad a)  Potrebno je odrediti broj vozila koja će se prevesti od pojedinog proizvođača do pojedine lokacije, ovisno o ponudi i potražnji broja vozila, s ciljem da ukupni troškovi prijevoza svih vozila od proizvođača do prodavatelja budu minimalni.

Ad b)
Matematički model glasi:

Min Z = 52x11 + 38x12 + 69x13 + 84x21 + 100x22 + 75x23
uz ograničenja

(1) x11 + x12 + x13 




= 13

+ x21 + x22 + x23                           =   7

x11
    
+ x21 


=   6


 x12
+ x22

=   6


(x13 
+ x23

=   8 )

(2)   xij ≥ 0,
i = 1,2,    j = 1,2,3,

Min Z = 1134 n.j.; x11 = 6, x12 = 6, x13 = 1, x21 = 0, x22 = 0, x23 = 7 vozila.

Intervali unutar kojih se mogu mijenjati iznosi ograničenja (broj vozila koji je na raspolaganju i broj vozila koji se potražuje) a da ne dođe do promjene u strukturi optimalnog rješenja:

12 < 13 < ∞
0 < 6 < 7
0 < 8 < ?

0   <   7 < ∞
0 < 6 < 7


	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


3. Građevinsko poduzeće treba organizirati prijevoz 80 tona građevinskog materijala dnevno kamionima iz tri proizvođačka pogona do četiri gradilišta. Dnevne potrebe gradilišta su: 20, 10, 10 i 40 tona, respektivno, a dnevni kapaciteti pogona: 20, 40 i 20 tona, respektivno.

Udaljenosti od pojedinih pogona do gradilišta u kilometrima su: 

	Gradilište

Pogon
	G1
	G2
	G3
	G4

	P1
	5
	1
	2
	2

	P2
	3
	2
	2
	4

	P3
	2
	3
	2
	1


Zadatak je odrediti dnevni program snabdijevanja gradilišta uz uvjet da potrebe gradilišta budu podmirene, kapacitet svakog pogona iskorišten i da ukupan iznos tonskih kilometara bude minimalan.

a)
Odabrati proizvoljno početno rješenje te metodu skakanja s kamena na kamen za poboljšavanje i dobivanje optimalnog rješenja. Da li broj kamena u početnom rješenju zadovoljava uvjet nedegeneriranog rješenja? Kako će se otkloniti degeneracija u matrici transporta?

b)
Dobivene rezultate prikazati odgovarajućom shemom.

RJEŠENJE.

Ad a)
Početni program:

1) metoda sjeverozapadnog kuta

Z = 240 tkm;  x11 = 20, x22 = 10, x23 = 10, x24 = 20, x34 = 20 tona.

2) metoda najmanjih troškova

Z = 190 tkm;  x12 = 10, x13 = 10, x21 = 20, x24 = 20, x34 = 20 tona.

3) Vogelova metoda

Z = 160 tkm;  x14 = 20, x21 = 20, x22 = 10, x23 = 10, x34 = 20 tona.

Četvrto bazično rješenje (optimalno)

Min Z = 160 tkm;  x14 = 20, x21 = 20, x22 = 10, x23 = 10, x24 = 0, x34 = 20 tona; c'11 = 4, c'12 = 1, c'13 = 2, c'31 = 2, c'32 = 4, c'33 = 3.

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


4. Poduzeće ima tri pogona koji svoje proizvode dostavljaju na četiri potrošačka mjesta. Proizvodnja pogona iznosi 12, 18 i 10 jedinica mjesečno, a potražnja svakog mjesta je 10 jedinica mjesečno.

Udaljenost svakog pogona do odgovarajućeg potrošačkog mjesta iznosi u kilometrima:

	Potrošač

Pogon
	1.
	2.
	3.
	4.

	1.
	  8
	13
	   4    
	  9

	2.
	11
	15
	   8
	10

	3.
	  7
	  9
	10
	  9


Cijena prijevoza za svaku jedinicu iznosi 10 jedinica plus 0,5 novčanih jedinica po kilometru udaljenosti.

a) Odgovarajućim metodama odrediti plan prijevoza od pogona do potrošačkih mjesta s ciljem da troškovi prijevoza budu minimalni.

b) Analizirati dobivene rezultate.

RJEŠENJE.

V. bazično rješenje: Z = 567 n.j.;

x11 = 2, x13 = 10, x21 = 8, x22 = 0, x24 = 10, x32 = 10;

u1 = 0, u2 = 1,5; u3 = −1,5; v1 = 14, v2 = 16, v3 = 12, v4 = 13,5;

c'12 = 0,5; c'14 = 1, c'23 = 0,5; c'31 = 1, c'33 = 4,5; c'34 = 2,5 (optimalno rješenje).

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


5. Zadan je problem snabdijevanja četiri potrošača iz tri ishodišta. Ponuda ishodišta, potrebe potrošača i cijene prijevoza u novčanim jedinicama po jedinici proizvoda dani su u tabeli:

	Potrošač

Ishodište
	P1
	P2
	P3
	P4
	Ponuda

	I-1
	3
	4
	8
	  2
	 40

	I-2
	1
	5
	5
	  9
	60

	I-3
	7
	2
	2
	10
	100

	Potrebe
	30
	50
	50
	70
	200/200


a) Odrediti optimalno rješenje. Koliko iznose minimalni ukupni troškovi prijevoza? Početni program sastaviti po metodi sjeverozapadnog kuta, a poboljšavanje programa po metodi skakanja s kamena na kamen. Za koliko se troškovi smanje od početnog do optimalnog rješenja?

b) Objasniti pojavljivanje degeneracije u ovom zadatku. Kako se može protumačiti kamen s vrijednosti 0 u nekom polju optimalnog rješenja?

c) Postoji li za ovaj zadatak više optimalnih rješenja? Ako postoje, odrediti alternativna optimalna rješenja i usporediti ih međusobno.

d) Konstruirati jedno moguće rješenje ako se četvrti potrošač želi snabdijevati samo iz jednog ishodišta. Koliko iznose ukupni troškovi prijevoza u tom slučaju?

RJEŠENJE.

Ad a)
Početni program po metodi sjeverozapadnog kuta: Z = 1190 n. j.;


x11 = 30, x12 = 30, x22 = 40, x23 = 20, x33 = 30, x34 = 70 jedinica.

Optimalno rješenje: Min Z = 580 n. jedinica;


x14 = 40, x21 = 30, x24 = 30, x32 = 50, x33 = 50 jedinica.

Minimalni troškovi su manji za 610 novčanih jedinica u odnosu na iznos troškova prijevoza u početnom programu.

Ad d)
Uz zadani uvjet moguće je snabdijevanje samo iz ishodišta I-3. U tom slučaju optimalno rješenje glasi: Min Z = 1100 n. jedinica; x12 = 40, x21 = 30, x22 = 10, x23 = 20, x33 = 30, x34 = 70 jedinica.

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


6. Jedno poduzeće snabdijeva tri kupca istom robom. Skladišta poduzeća nalaze se na tri različita mjesta. Udaljenosti od skladišta do kupca u kilometrima dane su u tablici:

	Kupci

Skladište
	K2
	K1
	K3

	S1
	  5
	10
	15

	S2
	20
	  5
	30

	S3
	15
	10
	25


Snabdjevenost skladišta tom robom iznosi: S1=30 tona, S2=10 tona i S3=20 tona.

Potrebe kupaca su: K1=15 tona, K2=15 tona i K3=30 tona.

a) Postaviti matematički model zadanog problema.

b) Izračunati optimalno rješenje. Početni program postaviti po metodi najmanjih troškova, a dalje koristiti MODI-metodu.  

c) Analizirati optimalno rješenje i usporediti ga s varijantom da se u problem uključe troškovi, i to: da trošak prijevoza do 5 km udaljenosti iznosi 4 novčane jedinice po jednom kilometru udaljenosti, do 10 km udaljenosti 3 novčane jedinice po kilometru udaljenosti, a iznad 10 km 2 novčane jedinice po kilometru udaljenosti.

RJEŠENJE.

Ad b)
Početni program po metodi najmanjih troškova je degenerirano rješenje: 

x11 = 15, x12 = 15, x23 = 10, x33 = 20. Ubacivanjem kamena na polje (1,3) rješenje postaje nedegenerirano.

Treće (optimalno) rješenje: Z = 775 tkm;

x12 = 15, x13 = 15, x21 = 10, x31 = 5, x33 = 15 tona;

u1 = 0, u2 = 5; u3 = 10, v1 = 0, v2 = 5, v3 = 15;

c'11 = 10, c'22 = 10, c'23 = 10, c'32 = 0.

Ad c)
Ako se u problem uključe troškovi koji nisu linearni, tada optimalno rješenje ne mora biti jednako onom dobivenim na temelju udaljenosti.

Optimalno rješenje za problem s troškovima prijevoza glasi:

Min Z = 1700 n.j.;  x13 = 30, x21 = 10, x31 = 5, x32 = 15, x33 = 0 tona;

c'11 = 20, c'12 = 10, c'22 = 20, c'23 = 20.

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


7. Brodar u svojoj floti ima klasične trampere pogodne za prijevoz cementa koji se odvija na relacijama od tri luke iz zemalja proizvođača cementa do četiri luke u zemljama potrošačima cementa.

Izvozne količine cementa su 10, 17 i 20 tisuća tona, respektivno.

Uvozne količine cementa su 12, 11, 14 i 10 tisuća tona, respektivno.

Troškovi prijevoza jedne tone cementa zavise od duljine puta, i to:

·               do   6000 Nm – 0,100 n.j. po jednoj Nm,

· od 6000 do   8000 Nm – 0,075 n.j. po jednoj Nm,

· od 8000 do 10000 Nm – 0,050 n.j. po jednoj Nm.

Udaljenosti između pojedinih luka u nautičkim miljama su:

	Luka
	U-1
	U-2
	U-3
	U-4

	I-1
	6200
	5400
	6900
	7100

	I-2
	7100
	6600
	7800
	8000

	I-3
	6000
	5200
	6700
	9600


a) Sastaviti matricu transporta za zadani transportni problem.

b) Odgovarajućim metodama izračunati optimalno rješenje.

c)   Analizirati optimalno rješenje.

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


8. Iz sjevernoeuropskih luka Antwerpen i Rotterdam svakodnevno se određene količine agruma i banana prevoze željeznicom u frigo-vagonima. Samo iz Antwerpena u München svakog dana vozi jedan vlak nakrcan isključivo bananama.

Na terminalima za južno voće u Antwerpenu i Rotterdamu za ukrcaj u frigo-vagone spremno je 1250 tona voća, od toga 750 tona u Antwerpenu i 500 tona u Rotterdamu. U Antwerpenu će se nakrcati 75 vagona, a u Rotterdamu 50 vagona dnevno. Voće je potrebno prevesti: do Münchena 40 vagona, Bruxellesa 10 vagona, Frankfurta 40 vagona, Kölna 20 vagona i Stuttgarta 15 vagona.

Cijene prijevoza su proporcionalne udaljenostima, pa željezničke tarife za količinu tereta jednog vagona iznose u n.j.:

Antwerpen – München
7,53
Rotterdam – München
7,94

Antwerpen – Bruxelles
0,42
Rotterdam – Bruxelles
1,42

Antwerpen – Frankfurt
7,94
Rotterdam – Frankfurt
7,62

Antwerpen – Köln
2,07
Rotterdam – Köln
2,43

Antwerpen – Stuttgart
5,35
Rotterdam – Stuttgart
5,85.

Treba odrediti plan prijevoza voća s ciljem da troškovi prijevoza budu minimalni.

RJEŠENJE.

Optimalno rješenje glasi:

	Gradovi

Luka
	München
	Bruxelles
	Frankfurt
	Köln
	Stuttgart
	Broj

vagona

	Antwerpen
	7,53

40
	0,42

10
	7,94


	2,07

10
	5,35

15
	75

	Rotterdam
	7,94


	1,42


	7,62

40
	2,43

10
	5,85


	50

	Broj 

vagona
	40
	10
	40
	20
	15
	125/125
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